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RESUMO

Grafos sdo representacfes subjetivas formadas por dois conjuntos: vértices e arestas,
comumente usados para representar situagdes tais como rodovias entre uma cidade e
outra; rede de distribuicdo de energia elétrica interligando casas, hiperlinks de uma pagina
da web e outros. O objetivo principal deste trabalho é o estudo sistematico e introdutdrio
da Teoria de Grafos, relacionar grafos a matrizes de adjacéncia e de incidéncia, além dos
algoritmos de Dijkstrae de Floyd-Warshall para encontrar o menor caminho. Compreender
gue a interpretacdo de um problema pode ser transcrita por meio de uma modelagem antes
de encontrar sua solugéo, nesse caso a utilizagdo de um desenho (grafo)para modela-lo,
oferece ferramentas adequadas para tomada de decis6es na busca de uma solucéo, a qual
pode ser obtida manualmente ou com o auxilio deum computador com novas oportunidades
de aprendizagem, até mesmo em outras disciplinas e assuntos que nao sejam a
Matemética. Devido ao fato dessetrabalho de conclusé@o de curso ser de licenciatura de
Matematica optou-se comoaplicacdo, desenvolver uma proposta de atividades para alunos
do Ensino Médiopara relacionar a teoria estudada, com intuito de leva-los a experienciar
um contetdo nédo presente na grade curricular, mas que pode ser utilizado para explicar e
resolver situacdes do cotidiano.

Palavras-chave: Grafos. Ensino Médio. Menor caminho. Aplicagdes.
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ABSTRACT

Graphs are subjective representations formed by two sets: vertices and edges,
commonly used to represent situations such as highways between one city and
another; electricity distribution network connecting houses, hyperlinks of a web
page and others. The main objective of this work is the systematic and
introductory study of Graph Theory, relating graphs to adjacency and incidence
matrices, in addition to the Dijkstra and Floyd-Warshall algorithms to find the
shortest path. Understanding that the interpretation of a problem can be
transcribed through a modeling before finding its solution, in this case the use of
a drawing (graph) to model it, offers adequate tools for decision making in the
search for a solution, the which can be obtained manually or with the aid of a
computer with new learning opportunities, even in subjects other than
Mathematics. Due to the fact that this course conclusion work is a Mathematics
degree, it was chosen as an application, to develop a proposal of activities for
high school students to relate the theory studied, in order to get them to
experience a content not present in the curriculum. curriculum, but that can be
used to explain and solve everyday situations.

Keywords: Graph, High school, Shortest path, Applications.
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1. INTRODUCAO

Segundo Boaventura netto/Jurkiewicz (2009), grafos sao estruturas
discretas que podem ser utilizadas na representacdo e resolucdo de varias
classes de problemas algoritmicos. Por exemplo, existem os “problemas de
decisao” cujo objetivo consiste em decidir a resposta sim ou ndo a uma questao;
os de “localizacdo” em que o objetivo € localizar certa estrutura e que satisfaga
um conjunto de propriedades dadas e os de “otimizagdo” que envolvem critérios
de maximizacdo e minimizacdo. Os algoritmos associados a esses problemas
permitem verificar a existéncia de caminhos para ir de um objeto a outro seguindo
determinadas conexoes.

Grafos estao interligados com a Matematica e com varias areas,
tais como: sociologia, biologia, computacao, jogos, cinematografia etc. Apesar
de estarem presente em diferentes areas, possuem importancias especificas
dentro de cada uma. Um grafo pode ser uma espécie de mapa rodoviario, 0s
vértices sdo as cidades e as arestas sao estradas de mé&o dupla que ligam as
cidades; ou uma rede de distribuicdo de energia elétrica interligando casas. Na
web, 0s vértices sdo representados pelas paginas, e as arestas pelos hiperlinks
entre elas. Nas redes sociais obtém-se grafos por meio de ciclos de amizades
distintas, por exemplo, o A é amigo de B, D, e G, mas 0 B, ndo é amigo de D e
G, através do A o B comeca a ter uma relagdo mesmo que indireta com D e G,
pois ambos possuem uma amizade em comum com A. Outros exemplos
poderiam ser expostos, mas o0 essencial € ter a percepcao que os grafos estéo
presentes em indmeros contextos.

Uma grande complexidade de estruturas do mundo real pode ser
representada subjetivamente por meio de grafos, 0s quais sao representacbes
abstratas poderosas e flexiveis, e possuem caracteristicas especificas em

diferentes areas.

Assim, este trabalho estd organizado da seguinte forma: no capitulo 2
descrevemos as primeiras no¢oes de grafos abordando os conceitos iniciais da

teoria, como por exemplo, grafo simples, planar, conexo, grau de um grafo,
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grafos isomorfos, representacéo de grafos por matrizes, entre outros, faz-se um

breve estudo sobre ciclo, caminho, conexidade e grafos valorados,
representacdes de grafos por esquemas ou diagramas e por conjuntos. Nos
capitulos 3 e 4 sao apresentados os Problemas do Caminho Minimo de Dijkstra
e de Floyd- Warshall, Waze e aplicacdes. No capitulo 5 sdo propostas atividades
e alguns problemas onde as solugcdes serdo abordadas por grafos, cuja teoria,
embora tenha uma sofisticada estrutura matematica, pode ser aplicada a
problemas com enunciados simples e de facil entendimento nos curriculos de

Ensino Médio.
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2. GRAFOS

Neste capitulo aborda-se o desenvolvimento histérico, nogdes
preliminares sobre a Teoria de Grafos; grau de um vértice; tipos de grafos e
isomorfismos entre eles; digrafos, bem como a sua representacédo atraves de

matrizes e/ou tabelas.

2.1. DESENVOLVIMENTO HISTORICO
Os grafos surgem em 1736, por intermédio do problema das Sete

pontes de Konigsberg, cidade que foi erguida entre o Rio Pregel, onde existem
duas ilhas e para ajudar a passagem das pessoas e do transporte de cargas,
foram construidas sete pontes em diferentes locais como mostra a Figura 1.
(BOAVENTURA NETTO/JURKIEWICZ, 2009, p.1,2.)

Figura 1 — Representacéo de Konigsberg

Fonte: Wikipedia, 2021, online.

Os habitantes queriam saber se era possivel fazer um percurso
partindo de uma origem e retornando nela mesma, passando por todas as pontes
uma Unica vez. O matematico suico Leonhard Euler (1707-1783), foi o primeiro
que conseguiu desenvolver uma solugéo para o tal problema e provar que nédo
era possivel realizar o percurso dentro das prescricbes que 0s habitantes
sugeriram, além de criar um diagrama para representar a cidade e generalizar o

problema.
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2.2. DEFINICOES DE GRAFOS
Grafo é uma representacao subjetiva, neste trabalho faremos o uso

de suas duas defini¢cdes: uma esta fundamentada em uma representacgéo visual
como mostra a Figura 2, e outra € uma representacao formal. De modo informal
pode-se definir grafo como um conjunto ndo-vazio de nos (vértices) e um
conjunto de arcos (arestas), de forma que estes arcos conectam dois naés, tal
definicdo funciona apenas para a representacao visual deste grafo.

Figura 2 — Representacao Visual

Fonte: autoria propria.

Gersting (1940), define grafo da seguinte forma: “Um grafo € uma

tripla ordenadas (N, A, g)”, em gue:
N = um conjunto ndo-vazio de nos (vértices)
A = um conjunto de arcos (arestas)

G = uma func¢éo que associa a cada arco a um par ndo-ordenado

X- 'y de nés, chama-se de extremidades de a, como mostra a Figura 2.

Para o grafo da Figura 2, a fungdo g que associa arcos as suas
extremidades é a seguinte: g(a1) = 1-2, g(az) = 1-2, g(as) = 2-2, g(as) = 2-3, g(as) =
1-3 e g(as) = 2-4.

Quando apenas é admitida no maximo um arco entre dois nés, diz-
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se que estes nos sdo adjacentes, como mostra a Figura 3, os no6s 1 e 8 sédo

adjacentes, mas 1 e 3 ndo. Qualquer n6 que ndo é adjacente a nenhum no é

chamado de no isolado, como na Figura 4.

Figura 3 - Os n0s 1 e 8 sdo adjacentes.  Figura 4 - O n6 4 é um no isolado.

Fonte: autoria propria. Fonte: autoria propria.

Um laco em um grafo € um arco com a extremidades n-n, como
mostra a Figura 5. Quando o grafo ndo tiver arestas duplas, este grafo € simples.
Dois arcos que possuem a mesmas extremidades sdo chamados de arcos

paralelos, como mostra a Figura 6.
Figura 5 - O arco a2 € um laco com extremidade 1-1.
a2
®
al

' a3 .
a4
@

Fonte: autoria propria.

ad
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Figura 6 - O arco a3 e a4 séo arcos paralelos.

2
e O

a4

asd

a1l a3

Fonte: autoria prépria.

O numero de arestas incidentes no vértice expressa o grau desse
vértice. O grau maximo do grafo € o maior dos vértices (X(G)), por consequéncia
o grau minimo (Y(G)) é o menor. Na Figura 7 o vértice X tem trés arestas
incidentes, logo o grau é 3. Os vértices Z, W e Y tem uma aresta incidente, sendo
assim, todos sao grau 1. Dessa forma, o grau maximo do grafo € 3 e o minimo é
1.

Figura 7 - Grau méaximo do grafo € 3 e o minimo é 1.
c

Fonte: autoria propria.

Um subgrafo de um grafo corresponde um conjunto de arcos e nés
gue sdo subconjuntos do conjunto original de arcos e nés de um grafo, nos quais
a extremidades de um arco deve ser o mesmo do original. A Figura 8 apresenta

um subgrafo da Figura 5.
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Figura 8 — Representacédo de um subgrafo.

a2

(o

a6

a1l

a3

Fonte: autoria prépria.
Uma sequéncia de ndés em que estédo ligados por arcos do grafo
refere-se a um caminho. Os vértices T-V-X-Z-Y-W ilustrados na Figura 9 formam um

caminho encontrado no grafo da Figura 10.

Figura 9 Figura 10

Fonte: autoria propria. Fonte: autoria propria.

Por meio dos numeros de arcos que contém um caminho, pode-se
obter seu comprimento, ressaltamos que se um arco for utilizado mais de uma vez,

ele deve ser contado cada vez que for usado.

Em um grafo conexo existe um caminho de qualquer né pra
qualquer outro. Basta que nao exista um caminho entre um no e qualquer outro no

do grafo para ser considerado desconexo, como ilustram as Figuras 11 e 12.
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Figura 11 — Grafo Conexo Figura 12 — Grafo Desconexo

AL NN

. Fonte: autoria propria.
Fonte: autoria propria.

Um grafo pode ser totalmente conexo, isto ocorre quando todos os
nés do grafo sdo adjacentes aos demais, pode-se chamar este grafo de
completo. E um grafo € totalmente desconexo quando todos os seus nés tém

grau zero, como mostram as Figuras 13 e 14.

Figura 13 — Grafo totalmente conexo Figura 14 - Grafo totalmente desconexo

7N

Fonte: autoria propria. Fonte: autoria propria.

Ciclo € um caminho de algum n6 No para ele mesmo de tal modo
gue ndo apareca nenhum arco mais de uma vez. No € 0 Unico né que vai
aparecer mais de uma Unica vez. Um grafo que ndo apresenta um ciclo é dito

grafo aciclico, como mostram as Figuras 15 e 16.

10
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Figura 15 - Ciclo Figura 16 — Aciclico

Fonte: autoria propria Fonte: autoria propria

Dois grafos podem apresentar representacdes visuais totalmente
diferentes, mas ainda assim serem o mesmo grafo conforme a definicdo formal,
isto acontece como os grafos conhecidos por isomorfos, sdo grafos que apesar
de suas representacdes serem diferentes, apresentam uma mesma estrutura

(arcos e nés), como mostra a Figura 17.
Figura 17 - Grafos Isomorfos

1-a
? 2—=e o

3-b
4-f

H 0— 5—g

6-=cC
© 7-h

8 —d

Fonte: autoria proépria.

7

Para se provar que dois grafos sdo isomorfos, é necessario

obedecer aos seguintes critérios:

Os dois possuem a mesma quantidade de nos.

2. Os dois possuem a mesma quantidade de arestas.

3. Se um dos grafos apresentar arcos paralelos ou ndo, no outro também
se faz necessario apresentar ou nao.

4. Se houver laco em um dos grafos, por consequéncia pra ser isomorfos

€ necessario que apareca no outro tambéem.

11
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5. Em relacdo ao numero de nos a quantidade de graus que apresenta
deve prevalecer no grafo a ser comparado.

6. Ambos séo grafos conexo ou néo.

7. Ambos grafos apresentam ciclos ou néo.

Pode-se representar um grafo planar em um plano, de maneira que
seus arcos se interceptem em nds, como mostra a Figura 18. O matematico
Euler foi quem fez a descoberta dos grafos planares, ele nota por meio de suas
observacdes que em um plano um grafo simples e conexo divide-se em regides
limitadas pelos proprios arcos e ilimitadas. E por meio dessas observacdes que

Euler percebeu que existe uma relacdo entre o “niumero de nés”, 0 “numero de

arcos” e 0 “numero de regides” de tal grafo.

Figura 18 — Grafo Planar

N

]
./‘—.\.

Fonte: autoria Prépria.
2.2.1. Digrafos ou grafos dirigidos
Além do grafo, existe o conceito de digrafo. A distin¢gao entre os
conceitos consiste no fato de que as arestas do grafo sdo simplesmente
formadas por dois vértices, enquanto no digrafo, as arestas possuem um vértice
inicial e um vértice final (arestas dirigidas).

Quando as arestas de um grafo tiverem orientacéo, este € chamado
de grafo dirigido e quando nao tiver dire¢cdo, de grafo nao dirigido ou
simplesmente grafos. Grafos orientados, ou digrafos s&o utilizados quando suas
arestas sao direcionadas, como é o caso do grafo da Figura 19. Pode- se
perceber que as arestas que ligam os vértices tém indicacdes de onde saem e

para onde vao, simbolizando que nao é possivel fazer o caminho contrario.
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Figura 19 - Grafo dirigido

Z
W

Fonte: autoria prépria.

Em grafos orientados, o grau de entrada de um vértice € o numero
de arestas que entram no respectivo vértice V e é definido por d-(v), e o de
saida é o numero de arestas que saem do vértice em direcao a outros, definido
por d+(v). O vértice é chamado de fonte quando o grau de entrada é igual a
zero e sumidouro quando o grau de saida for a igual a zero.

Os grafos ponderados, séo aqueles que além da orientacao recebem
valores ou pesos para suas arestas, como ilustrado na figura 20.

Figura 20 - Grafo ponderado

Z 6
W

x

Fonte: autoria propria.

2.3. REPRESENTACAO DE GRAFOS POR MATRIZES OU TABELAS

Nesse modelo de representacao criam-se vetores para cada vértice,
em que os elementos desses vetores mostram as ligagbes entre o vértice

representado pelo vetor e cada vértice que possui o grafo.

Para representacao de grafos, as formas mais comuns sao: matriz de

adjacéncias e de incidéncia.

Dado um grafo (G) = (V, A) pode-se obter uma matriz, utilizando um
grafo néo orientado, obtém-se uma matriz de adjacéncia.

13



R=LIMAT uniFACSF

Revista Eletronica do Curso de Licenciatura em Matematica Centro Universitario Municipal de Franca

2.3.1. Matriz de adjacéncia de grafos n&o orientados

Uma matriz M de ordem N x N, para um grafo ndo orientado é
tal que:

N = & numero de vértices;

M (i, j) = 1 se existir arestas de i a

J;

M (i, j) = 0 se nado existir arestas de i aj.

Figura 21 - Grafo ndo orientado

7.4

Fonte: autoria propria.

Tabela 1 - Para a obtencédo da Matriz de adjacéncia do grafo néo orientado da
figura 21.

Vv 0 1 0 1

W 1 0 1 1 0
X 0 1 0 1 0
Y 1 1 1 0 1
4 1 0 0 1 0

Fonte: autoria propria.

Ou em forma matricial M=

= O O
O D e
=1 =
=
o R e R

14
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2.3.2. Matriz de adjacéncia e de incidéncia de digrafos.

Utilizando-se um grafo orientado, pode-se obter uma matriz de
adjacéncia e uma matriz de incidéncia.

Matriz de adjacéncia M de ordem N x N, para um digrafo.

N = ao numero de vértices;
M (i, j) = 1 se existir arestas de i a j;
M (i, j) = 0 se n&o existir arestas de i a
j-

Figura 22 - Digrafo (grafo orientado)

Z

Fonte: autoria proépria.

Tabela 2 - Para a obten¢ao da Matriz de adjacéncia do digrafo da Figura 22.

<
<
>
<
N

o O +r O K
o O o o o
P O B = O
O O O O Bk

0
0
0
1
0

N < X £ <

Fonte: Elaborado pelos autores.
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0 1.0 0 1
0 00 1 0
Ou em forma matricialM= ll[p 1 0 1 0
1 0 0 0 0
0 00 1 0

2.3.3. Matriz de incidéncia de digrafos.

Com uma pequena modificacdo € possivel utilizar a estrutura
anterior, para identificar quando uma aresta que incide sobre um vértice
converge ou diverge para este vértice.

A matriz de incidéncia do grafo orientado ou digrafo, M de ordem

N x N, em que N € o nimero de vértices, é definida como:

M (i, j) = +1 se existir arestas de j até i, isto &, se
a aresta converge de j para i;

M (i, j) = -1 se existir arestas de i até j, isto €, se
a aresta diverge de j para i;

M (i, j) = 0 se ndo existir arestas de i aj.

Tabela 3 - Para a obtencéo da Matriz de incidéncia do digrafo da Figura 22.

\Y w X Y z
\Y 0 +1 0 -1 +1
w -1 0 -1 +1 0
X 0 +1 0 +1 0
Y +1 -1 -1 0 -1
z -1 0 0 +1 0

Fonte: autoria propria.

0 +1 0 -1 +1
-1 0 -1 +1 0
0 +1 0 +1 0
+1 -1 -1 0 -1
-1 0 0 +1 0

Ou em forma matricial M=
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2.3.4. Matriz de digrafos valorados.

Grafo valorado é todo grafo que suas arestas apresentam valores.
Isto é, em alguns casos os caminhos que ligam os vértices tém valores
diferentes uns dos outros, entao se deve atribuir valores as arestas do grafo.
Nesse caso diz-se que o grafo € um grafo valorado, veja a Figura 23.

Figura 23- Grafo Valorado
Z

W X
6
Fonte: autoria propria.

Tabela 4 - Para a obtencéo da Matriz de incidéncia do grafo valorado referente
a figura 23.

\Y, 0 2 0 0 3
w 0 0 0 4 0
X 0 6 0 2 0
Y 5 0 0 0 2
z 0 0 0 2 0

Fonte: autoria propria.

Ou em forma matricial M=

chLo oo
o e o R e Y 8
coo oo
[ e Y 8 R S e
SoDMNO oW

As definicdes apresentadas sé&o os conceitos basicos de grafos
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necessarios para elucidar os problemas nos quais serdo modelados nesse

trabalho aplicando teorias.

18
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3. REPRESENTACOES

A representacédo por meio de esquemas ou diagramas talvez seja
as mais usada para grafos, embora ndo seja apenas isso. Conforme
Boaventura e Jurkiewicz (2009) salientam, muitas das vezes, é necessario o
uso de computadores para que seja possivel resolver problemas com grafos,

desta forma, eles nao trabalham com desenhos diretamente.

3.1. REPRESENTACOES DE GRAFOS POR ESQUEMAS OU
DIAGRAMAS

Na representacdo por diagramas, pontos sdo normalmente usados
para representar os vértices e segmentos de retas para representar as arestas.
Mas, € possivel representar os vértices e as arestas de outras formas quando

esses diagramas sao construidos, como no exemplo a seguir.
Exemplo: Rede Social

Ananda, Gabriela, Kelvin, Lucinda, Mauricio, Silvia e Thamires decidiram
construir a representacao de suas amizades em uma determinada rede social
por meio de um diagrama, foram substituidos os respectivos nomes das
pessoas, pelos pontos Ci, Cz, Cs, Ca4, Cs, Cs e C7. Nesta situacdo, as arestas
representam quem tem uma amizade pela rede social como mostram as figuras

24 e 25. Quais séo os amigos em comum de Gabriela e Kelvin?

Figura 24 — Contatos de uma determinada rede social

Fonte: autoria propria.
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Figura 25 — Contatos de uma determinada rede social

-5

Fonte: autoria prépria.

Os modelos das Figuras 24 e 25 podem representar os contatos
em uma rede social, e em uma delas Ananda, Gabriela, Kelvin, Lucinda,
Mauricio, Silvia e Thamires foram substituidos pelos respectivos pontos, Ci, Co,
Cs, C4, Cs, Cs e C7. Nesta situacdo, as arestas representam quem tem uma
amizade pela rede social, tornando simples a determinacdo de quem sao 0s
amigos em comum de Gabriela e Kelvin, ou seja, os vértices que tem ligacao
com G e K. No esquema, pode-se verificar que L e S s&o 0s pontos procurados,
0 que significa que, Lucinda e Silvia sdo os amigos em comum que estava-se

procurando.

3.1.1. REPRESENTANDO GRAFOS POR CONJUNTOS.

A representacao por conjuntos pode ser de grande valia para
transportar o problema para um computador, possibilitando a criar algoritmos
para sua solucao. Nessa representacao, a preocupagao consiste em criar um
conjunto para cada veértice, em que o0s elementos desse conjunto sdo 0s
vértices adjacentes, ou seja, vértices que estdo ligados por, pelo menos, uma
aresta.

Veja como fica 0 exemplo Rede Social na representacéo de “conjuntos” (Gi):
« G1={C2, C4}
« G2={C4, Cg}

« G3={C2, C4, C7}
« Gs={C4, Cs, Cs, C7}
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* Gs5={Cy4, Cs, C7}
. Gs = {C5, C7}

+ G7={Cs, C4, Cs, C¢}

Nessa representacéo, a resposta para o exemplo seria a
interseccdo do conjunto G4 com o conjunto Gz, ou seja, 0s elementos
Lucinda e Silvia. E possivel também representar os conjuntos de arestas de

cada vértice e assim, o exemplo ficaria da seguinte forma:

« Gi={a,c}
* G={c,]}}
* Gs={d,j, i}

- Gs={a,b,d, e}
.+ Gs=1{b,f, g}
* Ge={g, h}

- G7={e,fh,i}

Nesse caso, ambas as representacfes sado satisfatorias, apesar de
gue a solucdo € mais simples de ser encontrada na primeira representacao,
quando se representou 0s conjuntos de cada vértice. Basta uma Unica

interseccéo entre dois conjuntos para obter-se a resposta.
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4. APLICACOES
Neste capitulo sdo apresentadas situacdes em que existempossiveis
situagbes a serem solucionadas com aplicacbes de grafos por meio de

algoritmos e aplicativos.

4.1. PROBLEMA DO CAMINHO MINIMO

O problema do caminho minimo consiste em encontrar o menor
caminho entre dois nds ou vértices, de forma em que a soma dos valores de
suas arestas existentes possa ser minimizada. Assim, resolver este problema
pode significar determinar o caminho entre dois vértices com o custo minimo,

ou com 0 menor tempo de viagem, ou a menor distancia.

Por exemplo, um caminhoneiro deseja passar por um caminho
mais curto entre dois vértices quaisquer, onde o vértice de origem seja A e 0
destino seja G, precisa-se analisar o caminho mais curto para passar por todo
0 percurso de modo que chegue mais rapido no destino, em uma rede qualquer
dependendo de seus atributos. Podem existir n caminhos entre um par de
vértices determinados como origem e destino e entre os varios caminhos
aquele que possui o menor “valor” € chamado de “caminho minimo”. Este valor
representa a soma total dos valores das arestas que compdem o caminho, 0s
quais podem ser representados pelo tempo de viagem, ou pela distancia
percorrida, ou ainda por um custo qualquer da aresta.

Numa determinada rede, dependendo das suas caracteristicas,
podem existir varios caminhos entre um par de nés, definidos como origem e
destino. Este peso representa a soma total dos valores dos arcos que
compdem o caminho e estes valores podem ser: o tempo de viagem, a

distancia percorrida ou um custo qualquer do arco.

O modelo matematico para o problema de caminho mais curto do

vértice 1 ao vértice n de um grafo G= (V, A),N={1, 2, ..., n}.

» Variaveis:
Xij = {0,1} — ativagdo, ou néo do arco (i, j).

« Parametros: Cjj= custo unitario do fluxo em (i, j).
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S(j) = é o conjunto dos vértices sucessores de |.
P(j) = é o conjunto dos vértices predecessores de |.

T . R
« Funcdao objetivo: minZ i=1<jes () Ci;Xij.

ZjES('l)xij =1
. Restricbes ={ YieP(m) Xin =1
YierG) Xij = Lkes()Xjk 3J = 2 .;n—1

Para resolucao do problema de caminho minimo existem varios
algoritmos, dentre eles destaca-se os algoritmos de Dijkstra e de Floyd-
Warshal.

O algoritmo de Dijkstra € uma solucéo para o problema do caminho
minimo de origem Unica, funciona em grafos orientados e ndo orientados, no
entanto, todas as arestas devem conter apenas custos positivos. O algoritmo
de Floyd funciona em grafos ponderados seja ele orientado ou ndo orientado,

e trabalha com pesos (ou valores) positivos e negativos.

4.2. ALGORITMO DE DIJKSTRA

O cientista da computacdo Edsger W. Dijkstra desenvolveu em
1956, o algoritmo original para encontrar o caminho de custo minimo entre dois
nés ou vértices, dados em um grafo ponderado positivamente, mas uma
variante mais comum é fixar um Unico né como o vértice de origem e encontrar
0 caminho mais curto entre ele e qualquer outro vértice em um grafo. A principal
ideia do algoritmo de Dijkstra é eliminar continuamente os caminhos mais
longos entre o vértice de origem e todos o0s outros vértices do grafo, cuja maior
vantagem é que as distancias mais curtas de 2 vértices podem ser calculadas
em O (v) em vez de O (3), onde v é o numero de vértices do grafo.

Figura 26: Exemplo de um Digrafo valorado
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(RN

w

Fonte: autoria propria.

O algoritmo de Dijkstra comega com o vértice selecionado como o
vértice de origem e examina todo o grafo para determinar o menor caminho da
origem para todos 0s seus outros veértices. Como o0s vértices sdo processados
sequencialmente, encontrar os caminhos mais curtos entre eles, é feito como
uma operacdo de relaxamento e a distancia entre os vértices sera maior ou
igual & menor distancia calculada. Se comecarmos com um vértice, ele tera
uma distancia de 0 e o vértice restante tera distancias indefinidas ou infinitas
até a fonte. O algoritmo usa 0s pesos das arestas para encontrar um caminho
que minimiza a distancia total entre os pesos de um determinado vértice (0
vértice de origem) e todos 0s outros vértices e é s6 aplicavel quando todos os
pesos das arestas sao positivos, porque durante a execugdo 0S pesos Sao
somados para encontrar o caminho mais curto.

Estagios:
1°- Marcar todos os veértices como nao visitados;
2°- marcar o veértice inicial com uma distancia atual de O e 0s outros vértices
com o simbolo « (infinito);
3°- escolher um né de avaliacdo do conjunto de nds néo visitados, o
no de avaliagdo deve ser aquele com a menor distancia da fonte;
4°- calcular novas distancias para os vizinhos diretos, mantendo a menor
distancia em cada avaliacéo;
5°- adicionar vizinhos que ainda ndo foram estabelecidos ao conjunto de nés
nao visitados.
Essas etapas podem ser divididas em dois processos, Inicializag&o

e Avaliacdo, a seguir um exemplo de aplicacdo dessas etapas.

Calculo do menor caminho com o algoritmo de Dijkstra:
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Seja o digrafo da figura 26:

« Inicializacao

Marcar todos os nés com uma distancia infinita e um predecessor
desconhecido, exceto a fonte. Em seguida atribui-se valor ao n6 V
(entendemos que a distancia do n6 V ao né V é zero), deste modo, cada n6
no resto do grafo seré distinguido com um predecessor e uma distancia, como
mostra a figura 27.

Figura 27- Exemplo da aplicacéo do algoritmo de Dijkstra: 1° passo

S, X

S, 12

S, X%

Fonte: autoria propria.

Para finalizar o processo da Inicializagéo, precisamos adicionar o
nd V aos nés nao definidos dispostos a serem visitados primeiro na etapa da
avaliacao.

Avaliacao

Nesta etapa o grafo ja foi inicializado, escolhe vértices com
a menor distancia do conjunto néo selecionado e, em seguida, avaliamos todos
os veértices adjacentes que ndo foram selecionados. No caso a seguir estamos
calculando a menor distancia do vértice V ao veértice Z, onde o vértice V € nosso
vértice de inicio, pois possui a menor distancia, como mostrar a figura 28.

Figura 28- Aplicac&o do algoritmo de Dijkstra: 22 iteragao
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8" S,

w
S, =
Fonte: autoria propria.

O conceito € adicionar o peso da aresta a distancia do vértice de
avaliacao e, em seguida, compara-lo com a distancia do destino. Por exemplo,
para o vértice X, 0 + 13 € menor que infinito, entdo a nova distancia para o
vértice X é 13, e o novo predecessor € V, 0 mesmo se aplica ao né W, pois 0
+ 14 € menor que infinito, entdo a nova distancia de W € 14 e seu predecessor

€ V, como na figura 29.

Figura 29 - Aplicacdo do algoritmo de Dijkstra: 22 iteracéo

v, 13 -
- / .T;
—@ z
\-\S‘ w B
w
Vv, 14

Fonte: autoria propria.

Ao ser feito a primeira iteracao nota-se que a menor distancia dos
vértices analisando-se é de V—X, entdo X passara a ser 0 nosso predecessor
e a partir do mesmo analisa-se outros vértices do conjunto néo visitados, ja que
a partir do X temos a possibilitada de dois caminhos X—T e X—Y. A segunda
iteracdo é calcular o menor caminho dentre os caminhos dispostos, que séo
X—Y e X—T, ao calcular € notério que a distancia de ambos sdo a mesma

resultando em 25 a distancia, como mostra a figura 30.
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Figura 30- Aplicacéo do algoritmo de Dijkstra: 22 iteracao

VvV, 13

8, =
X —j— v
= *ﬁr /
90— :
< g% —i— @ s-
W
Vv, 14

Fonte: autoria propria.

Na terceira iterac@o sera analisado o vértice W e o caminho disposto
a partir do mesmo, se sua distancia for menor do que 25, logo o menor caminho
de V—Z foi encontrado, se a distancia for maior que 25 é necessério retornar
ao veértice com a menor distancia encontrada anteriormente e calcular uma
nova rota. Ao se calcular a distancia do vértice W, 14 + 23 resultando é 37, 37
> 25 sendo assim sua distancia é maior do que a distancia calculada
anteriormente, portanto é necessario retornar a vértice com a menor distancia

e calcular uma nova rota, de acordo com a figura 31.

Figura 31- Aplicacdo do algoritmo de Dijkstra: 32 iteracao
v, 13 1,36

Start ‘ T 31

X, 25

V14

Fonte: autoria propria.

Na quarta iteracdo pode ser analisados novas rotas partindo tanto
de Y como de T, pois suas distancias sao equivalentes. Sendo T nosso
predecessor temos a possibilidade de dois caminhos, um que vai de T

diretamente a nosso ponto de destino(Z) e outro que tem como parada o vértice
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Y. Ao calcular T—Z encontra-se uma distancia maior que 25, pois para o vértice
Z, 25 + 6, resultando em 31, 31>25, portanto é necessario ainda buscar por
uma nova rota. Ao se calcular T—Y também é encontrado uma distancia maior
do que 25, pois para Y, 25 + 11, resultando em 36, 36>25, sendo assim sé nos

restas calcular a distancia de Y—Z e avaliar se a itera¢ao pois o menor caminho

do grafo.
Figura 32- Aplicacao do algoritmo de Dijkstra: 42 iteracéo
vV, 13 X.25
Start \\
._’ W, 37
X258

V14
Fontes: autoria prépria.

Na quinta iteracao verificamos por fim o Unico vértice ainda néo
visitado, sera usado o menor caminho encontrado até Y, que no caso é 25
tendo X como se predecessor. Com isto pode-se calcular de Y—Z, pois para o
vértice Z, 25 + 4 resultando em 29, sendo assim o menor caminho encontrado
do ponto V até Z, como mostra a figura 33.

Figura 33 - Aplicacdo do algoritmo de Dijkstra: 52 iterac&o
V, 13 X, 26

Start 6 ‘ Y, 29

X, 25

V.14
Fonte: autoria propria.
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Em seguida constréi-se uma tabela que mostra todas as iteragcfes
gue foram realizadas no processo de avali¢ao.

Tabela 5 - Tabela de Iteragoes

Iteragdo Mo Assentou NG de v w X Y T Z
Resolvidos avaliacdo

1 v - W 0 V-14 V-13 Weto Voo Weto
2 X, W W X 0 V-14 V-13 X-25 X-25 Weoo
3 WY T W, X w 0 V-14 V-13 X-25 X-25 T-37
4 T2 ¥ VX, W T 0 V-14 V-13 T-36 X-25 T-31
5 Y. Z VXKW T Y 0 V-14 V-13 T-36 X-25 Y-29
6 il VXKW T Y Z 0 V=14 V-13 T-36 X-25 ¥-29

0 V=14 V=14 T-36 X-25 ¥-29

FINAL . TuDO NENHUM

Fonte: autoria propria.

A notacao X-25, por exemplo significado que no vértice X é o predecessor
imediato com uma distancia total de 25 do vértice V. Por fim pode- se calcular os

caminhos mais curtos do vértice A que sao 0s seguintes:
O Vértice X: V— X a distancia total € 13;
O Veértice W: V— W a distancia total é 14;
O Vértice T: V— X—T a distancia total é 25;
O Vértice Y: V— X—>T—-Y a distancia total é 25;
O Vértice Z: V— X—T — Y—Z a distancia total é de 29;

4.3. ALGORITMO DE FLOYD- WARSHALL

O algoritmo de Floyd-Warshall é usado para encontrar o par de
caminhos mais curtos de um vértice em um grafo até uma borda do grafo,
tendo ele valores positivos ou negativos, supondo que o caminho T (Q1, Q2,
Qj) seja o caminho minimamente ponderado do vértice Q ao vértice J. Os
pontos intermediarios sdo extraidos de um subconjunto de vértices (1, 2, ...k)
e o algoritmo funciona examinando os pares de caminhos, usando cada

vértice como um ponto intermediario.

O intuito deste algoritmo € averiguar a cada iteracdo se a inclusao
de um vértice k intermediario no percurso de i para j pode diminuir o tamanho
de um percurso ja determinado.

O algoritmo de Floyd-Warshall € responsavel por calcular o menor
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caminho por meio de todos os pares de vértices em um grafo valorado e
orientado. Floyd-Warshall foi propagado pelo informatico Robert Floyd em
1966, este algoritmo é o mesmo que foi publicado por Bernard Roy em 1959,
e por Stephen Warshall em 1962 a fim de determinar o desfecho transitivo de
um grafo. O formato atual do algoritmo com trés loops de repeticdo foi descrito
por Peter Ingerman em 1962.

A aplicacéo do algoritmo ocorre somente no centro de um grafo,
e na mediana.
Estruturas do Algoritmo

Numere os vértices do grafo;

- Defina a matriz inicial (D°) cujos valores d°j sejam correspondentes aos
valores das arestas i,j se existir arestas no grafo, caso contrario
considere dij= infinito, pois pode existir infinitas maneiras formas de
solucionar, e faca os elementos da diagonal da matriz dii = 0 para todo
i
Para cada k = n, determine sucessivamente os elementos da matriz DK,
a partir dos elementos da matriz Dk-1, utilizando a expresséo 1.

Dijk = min {djk-1, dijk-1} (1)
Exemplo da aplicacdo para célculo do menor caminho com o algoritmo de Floyd-
Warshall

Figura 34- Exemplo de Digrafo valorado para calculo do menor caminho com
o algoritmo de Floyd-Warshall.

B <

Fonte: autoria propria.

12 Etapa: Construa a matriz de DISTANCIA, com as respectivas

distancias.
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0 5 6 w0 ®
3 0 o 0 ®©
M= 2 o 0 3 o
cw © o 0 2
8 10 4 o O

22 Etapa: Construa a matriz M*

- Paraconstrucédo de M, repetir somente os valores da linha A, da coluna

A e a diagonal da matriz MC.

- Com isto na matriz M', verifica-se que faltara valores para completar a
matriz, para encontrar tal valores tera que ser feita a seguinte

verificagao:
Dij > Dik + Dkj
—>{se for verdade a afirmacao, entdo Dij = Dik + Dkj

se Nao, mantem — se o valor
- K, sempre sera a linha e a coluna que se esta analisando, por exemplo

na matriz M* nosso K= A (linha A ; coluna A), na matriz M? o K sera =B

(linha B ; coluna B) e assim sucessivamente.

13 O

M= 2 0 1
(ve) 0o 2
h8 0)

Resolucéo:

- para se calcular a célula BC (linha B ; coluna C)
Dbec= © e K=A

Dik = Dba= 3e Dkj= Dac= 6
Dbc > Dba + Dac
- w>3+6
© > 9 sim,entdo o novo valor de Dbc sera 9 em M'
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- para se calcular a célula BD (linha B ; coluna D)

Dod= © e K=A
Dik = Dba = 3 e Dkj= Dad = o
Dbd > Dba + Dad
— >3+ w
o > 3+ 00 ? Nao,entdo o valor de Dbd se mantém, isto é,00 em M
- para se calcular a célula BE (linha B ; coluna E)
Dpe= © e K=A
Dik = Dba= 3 e Dkj= Dae= o
Dbe > Dba + Dae
- >3+
o > 3 + 00 ? Nio,entdo o valor de Dbe se mantém, isto é,00 em M!
para se calcular a célula CB (linha C ; coluna B)
Dch= © e K=A
Dik = Dca= 3e Dkj= Dab=
Dcb > Dca + Dab
- w>2+5
o > 7 ? Sim,entio o valor de Dcb sera 7,em M*
- para se calcular a célula CD (linha C ; coluna D)
Dci= 3 e K=A
Dik = Dca= 2e Dkj= Dad =
Dcd > Dca + Dad
- , 3>24+m
3> 2+ ? Nio,entio o valor de Dcd se mantém, isto é,3 em M?

para se calcular a célula CE (linha C ; coluna E)

Dce= © e K=A
Dik = Dca= 2e Dkj= Dae= o
Dce > Dca + Dae
- [ >2+4+ 0
w > 2+ 0 ? Nio,entao o valor de Dce se mantém, isto é,00 em M?!

para se calcular a célula DB (linha D ; coluna B)

Ddb= © e K=A
Dik = Dda =0 e Dkj= Dab =5
Ddb > Dda + Dab
- { co>o0+4+5
o0 > 00 + 57?7 Nio,entdo o valor de Ddb se mantém, isto é,c0 em M?!

- para se calcular a célula DC (linha D ; coluna C)

Ddc= * e K=A

32



R=LIMAT uniFACSF

Revista Eletrénica do Curso de Licenciatura em Matematica Centro Universitario Municipal de Franca
Dik = Dda = we DKj= Dac= 6
Dbd > Dba + Dad
- 0w >0+6
0 > o0 + 6 ? Nio,entio o valor de Ddc se mantém, isto é, 0 em M?
- para se calcular a célula DE (linha D ; coluna E)
Dde= 2 e K=A
Dik = Dda = e Dkj = Dae= o
Dde > Dda + Dae
- 2>w+
2 > o + 00 ? Nao,entdo o valor de Dde se mantém, isto é,2 em M’

para se calcular a célula EB (linha E ; coluna B)

Deb= 10 e K=A
Dik = Dea= 8 e Dkj= Dab= 5
Deb > Dea + Dab
- i 10>8+5
10 > 13 ? Nio,entio o valor de Deb se mantém, isto é,10 em M

- para se calcular a célula EC (linha E ; coluna C)

Dec= © e K=A
Dik = Dea = 8e Dkj= Dac= 6
Dec > Dea + Dac
— i 0w >8+4+6
o > 14?7 Sim,entido o valor de Dec serda 14 em M?
para se calcular a célula ED (linha E ; coluna D)
Ded= © e K=A
Dik = Dea = 8e Dkj = Dad =
Ded > Dea + Dad
- [ co>8+ o
00 > 8 + o ? Nao,entio o valor de Ded se mantém, isto é, 00 em M’
w, /0 5 6 © o
]
_ 3 0 9 0
2 7 0 3 5
o ©o o 0 2
8 10 4 co 0

32 Etapa: Construir a matriz M?

- Para construcdo de M?, repetir somente os valores da linha B, da
coluna B e a diagonal da matriz M°.
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0 5
3 0 9 o
_ 7 0
M? = oo 0 2
10 0

- Verifica-se que na matriz M? faltara valores para completar a matriz,
para encontrar tal valores deverao ser feita a verificagao:

Dij > Dik + kj > {se for verdade a afirmacgao, entao Di! = Dy + ij
se Nao, mantem — se o valor

- K, sempre sera a linha e a coluna que estamos analisando, na matriz

M2 o K sera sempre = B (linha B ; coluna B) .

Realizando os calculos de forma analoga na construcdo da M? obtém-se:

MZ

8§ ow§ 8§

co
0o
5
2
0

w 8w o
= 8No wn
B 8ow o

42 Etapa: Construir a matriz M3

- Para construcdo de M3, repetir somente os valores da linha C, da

coluna C e a diagonal da matriz M°,

(W]
~]

& 8o o o
o W
(¥}

- Verifica-se que na matriz M3 faltara valores para completar a matriz,

para encontrar tal valores devera ser feita a verificagao:
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Dij > Dik + Dkj =2
{se for verdade a afirmagao, entao D;j = Dy + Dy
se Nao, mantem — se o valor

- K, sempre sera a linha e a coluna que estamos analisando, na matriz
M3 o K sera sempre = C (linha C ; coluna C) .

Realizando os célculos de forma anéloga na construcdo M?! obtém-se:

0 5 6 9 11
3 0 9 18 14
M3 = 2 7 0 3 5
cO 00 ©0 0 2
6 10 4 7 0

52 Etapa: Construir a matriz M*

- Para construcdo de M*, repetir os valores da linha D, da colunaD e a

diagonal da matriz M°.

Verifica-se que na matriz M2 faltara valores para completar a matriz,
para encontrar tal valores devera ser feita a verificagéo:
Dij > Dik + Dkj ©
{se for verdade a afirmacgao, entao D;; = Dy + Dy
se Nao, mantem — se o valor
K, sempre sera a linha e a coluna que estamos analisando, na matriz

M2 0 K sera sempre =D (linha D ; coluna D) .

Realizando os célculos de forma analoga na constru¢do M* obtém-se !

0 5 6 9 11
3 0 9 18 14
2 7 0 3 5
Mi= | o0 o o 0o 2
6 10 4 7 0
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62 Etapa: Construir a matriz M®

Para construcdo de M®, repetir somente os valores da linha E, da
coluna E e a diagonal da matriz MC.

MS =

- Verifica-se que na matriz M° faltard valores para completar a matriz,

para encontrar tal valores deverao ser feita a verificagao:

{se for verdade a afirmagao, entao D;; = Dy + Dy
Dij > Dik +kj © se Nao, mantem — se o valor

K, sempre sera a linha e a coluna que se esta analisando, na matriz M°

o K sera sempre = E (linha E ; coluna E) .

Realizando os célculos de forma analoga na construcdo para M! obtém-
se:

0 5 6 9 11

3 0 9 18 14
2 7 0 3 5
16 16 10 0 2

6 10 4 7 0

Essa M> é a matriz que fornece o menor caminho entre todos os vértices pelo

Algoritmo de Floyd-Warshall, que pode ser melhor representada pela tabela
6, a sequir:

M® =

Tabela 6: Fornece o menor caminho entre todos os vértices pelo Algoritmo de
Floyd-Warshall

A B C D E
A 0 5 6 9 11
B 3 0 9 18 14
C 2 7 0 3 5
D 16 16 10 0 2
E 6 10 4 7 0

Fonte: autoria propria.
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O Algoritmo de Floyd-Warshall € um algoritmo que utiliza a recursao
que é um método de resolucdo de problemas que envolvem desdobrar um
problema em sub-problemas menores e assim sucessivamente até chegar a
um problema elementar, o suficiente para que este possa ser resolvido

facilmente.

4.4. SOFTWARE E APLICATIVOS

Séo apresentados alguns dos softwares e aplicativos que estao
integrados em nosso dia a dia e a dependéncia de ambos para varias

realizacOes de atividades, torna-se cada vez, maior.

44.1. Waze
O aplicativo Waze faz uso de dados enviados em tempo real de
seus usudrios, para analisar assim o caminho (o trajeto) mais curto entre dois

pontos.

Waze é um aplicativo disponivel de forma gratuito para Android e
iOS, tem uma interface amigavel que facilita a execugdo para 0s USUArios,
como mostra a Figura 35. O aplicativo faz uso de dois elementos principais:

a Teoria dos Grafos e o Algoritmo A*,

Figura 35 - Waze

g

Oak Park Blvd

\

O
L0

=
Thanks!
For helping Wazers nearby!

Fonte: https://assets.b9.com.br/wp-content/uploads/2015/10/waze.jpg

O Algoritmo trata de uma busca do menor caminho possivel,
baseando-se em grafos. Em um mapa, 0s nds sdo os pontos de origem e 0
destino de uma rota, enquanto 0s arcos Sao as possiveis rotas. Para que o
Waze possa descobrir o menor caminho, atribui-se pesos para cada uma
delas, tendo como base informacdes recebidas em tempo real dos usuarios
do aplicativo, 6rgéaos de transitos e entres outras fontes. O peso serve para
determinar o tempo levado para concluir aquele caminho, € aqui onde entra
a aplicacao do Algoritmo A*.
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4.4.2. Matematica Multimidia (Hub)

E uma plataforma online, que nasceu por meio de uma chamada
de um Edital do MEC e MCT que buscava desenvolvedores e produtores de
recursos educacionais por meio das midias digitais em 2007, atualmente é
conhecido por CONDIGITAL. Todos os recursos que a plataforma apresenta
foram desenvolvidos por varios profissionais de varias areas em
aproximadamente quatros anos, como mostra a Figura 35. Em 2010 e 2011 os
recursos que a plataforma oferecia comegcam a ser publicado na internet, tanto
como neste portal como no Youtube e em canais parceiros.

Figura 35 — Matematica Multimidia

> o @

Matemdtico Multinidio

GU1A DO PROFESSOR

Software

Secretaria de Ministério da Ministério
Educagio a Distancia  Cidncia ¢ Tecnologia  da Educagio A s

Fonte: https://img.yumpu.com/12765036/1/500x640/versao-para-tela-matematica-

multimidiaunicamp.jpg

A plataforma ganha forca em 2011, pois por meio dela o Governo
do Estado de Sao Paulo, ofereceu aos professores de Educacdo Publica
Estadual cursos para que pudessem utiliza-los de forma integrada ao curriculo
oficial do Estado, além disso os professores puderam conhecer o M3, além dos
cursos que foram oferecidos, também foram oferecidos oficinais, cursos de
extensdo e palestras preparadas pelos proprios desenvolvedores da

plataforma.

Em uma das ferramentas disponibilizados pelo software, ele
permite que o usuario faca exploracéo da teoria dos grafos, por meio de uma
atividade que tem como base Hub de avides de uma cidade para outra. Dentro

do mesmo é possivel realizar atividades que apresenta dados conceitos
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basicos do conteludo isto permite que o aluno possa se familiarizar com os
conteudos e a0 mesmo tempo exercicios mais complexos que vai precisar de

conceitos avancados para que possa ser solucionado.

4.4.3. GraphOnline
Graphonline € um site que permite que o usuario visualize
e crie grafos. Na plataforma é possivel aplicar algoritmos nos grafos
desenvolvidos como o de Dijkstra, Floyd-Warshall, entre outros, possivel
visualizar as matrizes de adjacéncia, fazer busca pelo menor caminho. A
plataforma é de acesso gratuito e como seu layout simples facilita que o

usuério faga uso, como mostra a Figura 36.
Figura 36 — Graphonline

‘_:_i G ra’flco On'llne Criar grafico~ Referéncia~ Noticia Comentarios yLinguagem~

Trabalhando com graficos online

Visualizacdo de graficos, encontrar o caminho mais curto e muito mais. Na secdo Ajuda, vocé encontrara videos instrutivos

£ Gréaficow @ Visdow Z{padrio A Conecte os vértices £ Algoritmos~ X Excluir £ Definicoes~

Clique na area de trabalho para adicionar um vértice. Numeracdo de vértices| 1, 2, 3 v

Fonte: https://graphonline.ru/

Como fago para criar um determinado grafo?
Ao acessar a plataforma de forma online o usuério ja se depara com
a tela de inicio, como mostrado na Figura 36. Para gerar um grafo basta
apenas utilizar as ferramentas que estéo disponiveis na barra de recursos da
plataforma.

O primeiro ponto a se definir sdo os vértices (nds) do grafo, para
isto & necessario clicar na ferramenta “adicionar um vértice” com mostra a
Figura 37.
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Figura 37 — Adicionando vértices ao grafo.

@ Ferements pera trabalhar com - X G araphondine - Pesquisa Google X | 8 (1785) Thaisne Seghetto -0 Qo X | @ Apéndice no ICC: o que & exem X | +
¢ > ¢ (sl
& Grafico on-line H S
Trabalhando com graficos online
Vi ing

isualizagio de graficos, I

© Graficow @ Visdow X Excluir @ Definicdesw

Nosso projeto se tornou um projeto de cédigo aberto. Mais...

Fonte: autoria prépria
Em seguida, é possivel adicionar quantos “vértices” forem necessarios
para a construcdo de um determinado grafo. No exemplo a seguir adicionou-

se quatros vértices, como mostra a Figura 38.

Figura 38 — Adicionando aresta ao grafo

x NG x | & 786 -0Qu X | ® ApindicenoTCCoquederem X | + v - a8 X

Google ou digitar URL [ I

i Grafico on-line H SR | Iemticer | SRGdy et TheDlegres

Trabalhando com graficos online
Visu graficos, encontrar o camin

Nosso projeto se tornou um projeto de codigo aberto. Mais...

Fonte: autoria prépria

Pode-se também introduzir “arestas” para conectar os nés dos
grafos, nesta etapa é necessario utilizar a ferramenta conectar veértices, onde é
possivel adicionar peso para esta aresta e dar a opcao de aresta direcionadae

ou nao direcionada, como mostra as Figuras 39 e 40.
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Figura 39 — Definicdo para aresta de um grafo.

Peso da borda u

O
ndo tem peso 42

Texto acima da borda

Dirigido Nao direcionado

Fonte: autoria prépria

Figura 40 — Adicionando aresta no grafo.

A Fi H Casa Criar grafico~ Ajuda~ Noticia Contatos Linguagem ~
&5a Grafico on-line - . sl Banguager

Encontrar o caminho mais curto

Crie um grafico e encontre o caminho mais curto. Na pagina de Ajuda vocé encontrara um video tutorial .

¥ Gréficow @ Visdow 23, padrio =+ Adicionar vértice M Conecte os vértices . ¥ Algoritmosw ¥ Remover objeto £ Definicbes~ 4=Desfazer

Selecione o primeiro vértice da aresta ‘ H ‘ AcBes especiaisv
»
£

Nosso projeto agora é de codigo aberto. Mais detalhes...

Fonte: autoria propria

As etapas citadas anteriormente sdo as etapas basicas para criacao
do grafo, mais ainda é possivel “trocar o nome dos vértices”, “adicionar nome
as arestas”, “gerar matrizes” e fazer’” aplicacbes de algoritmos”

disponibilizados na plataforma.
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5. PROPOSTAS E DISCUSSAO DE ATIVIDADES PARA O ENSINO

MEDIO.

Nesta etapa, o intuito do trabalho é voltado para os estudantes do
Ensino Médio das escolas estaduais, na qual sugere-se uma proposta de
atividades sobre a teoria de grafos, de acordo com a BNCC (Base Nacional
Comum Curricular), abrangendo conceitos sobre conjuntos, matrizes,
determinantes e resolucdo de problemas, nas quais os discentes deveréo
interpretar e desenvolver fluxogramas simples, identificando as relagbes entre

0s objetos apresentados em teoria.

5.1. PROPOSTAS DE ATIVIDADES

Propostas de Atividades
1- Construa um grafo simples direcionado e outro n&o direcionado.

2- Construa um grafo com o0s  seguintes graus:
(3,3,3,2,2,1,1,1,0)

3- Construa um grafo com as seguintes caracteristicas:

a) Simples com 5 nés e pelo menos dois nGs com grau 2.
b) 4 nés e ciclos de comprimento 1, 2, 3 e 4;

c) ndo completo com 4 nés, cada um com grau 4

4- Considere o Grafo a seguir e responda:

@
a) O grafo é simples?

b) O grafo é conexo?
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5-

c) O grafo é completo?

d) E possivel obter um ciclo por meio deste grafo?

Construa uma malha aérea pequena, mas que ainda assim atenda
as exigéncias de um pais, € um grande desafio. Tente montar a
menor malha possivel para um pais com aeroportos em 9 cidades, e
cuja forma seja tal que se possa ir de uma cidade a outra com, no

maximo, trés voos.

Construa uma malha para o pais abaixo de tal modo que todas as
cidades estejam conectadas por, ho maximo, trés voos. Porém,
como as cidades A e |, C e H, e B e G estdo muito distantes uma da
outra, as viagens entre elas devem ser feitas com, pelo menos, dois

VOOS

Observe o grafo direcionado a seguir e responda as questdes:

a) Existe um caminho de comprimento 4 do n6 2 para 4?

b) De quantas maneiras possiveis partido do n6é 2 consigo acessar
0 no 5?

Observe os pares de grafos a seguir e verifique se sdo grafos

isomorfos.
a)
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b)

X N

9- Construa a matriz de adjacéncia dos grafos a seguir:

a)

b)
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Dadas as matrizes a seguir, fagam as construgdes do grafo.

A
a) |B
C
D
E
A
B
C
D
E
F
b) Lg

= R i el e T

SO0 RO O .

= o= o= m

==l o R R . ]

= o =My

c
0
1
0
0
1
0
0

cooco= D

o T o N o e e T S e

= =W =L

oo oo o m

e R e e B e T e T e |

Os exercicios 11 e 12 deverdo ser resolvidos com a utilizacdo dos

Graphonline. Observe os grafos desenhados nos exercicios e

reproduzam de forma literal os mesmos no Graphonline e apés isto

respondam as questdes.

11-Dado o grafo a seguir, utilize o Algoritmo Dijkstra e calcule o menor

caminho.

45



R=LIMAT uniFACSF

Revista Eletronica do Curso de Licenciatura em Matematica Centro Universitario Municipal de Franca

12-Dado o Grafo a seguir, faca o uso do Algoritmo de Floyd-Warshall

para encontrar o menor caminho.

5.2. POSSIVEIS RESOLUCOES

b)
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c)
4-
a) Sim
b) Nao
c) Nao

d) Sim. 1-2—-3—-1

5-
@

@ = &
6-
7-

a) Sim. 2—-7—-8—-6—4

b) 2 maneiras.
8-

a) Nao, pois ha correspondéncia entre os numeros de vértices e
arestas, mas relacdo de grau por vértice ndo permaneceu a

mesma.
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b) Nao, pois ha correspondéncia entre os numeros de veértices e

arestas, mas relacdo de grau por vértice ndo permaneceu a

mesma.

c) Nao, pois ha correspondéncia entre os numeros de Vvértices e

arestas, mas relacdo de grau por vértice ndo permaneceu a

mesma.
-
1 2 3
1 0 1 1
2 1 0 0
3 1.0 0
4 0 1 0
5 0 0 0
a) L6 0 0 0
A E C
A 0 1 0
B 1 0 1
c 0 1 0
D 0 1 0
E 0 0 0
F 1 0 0
b) LG 1 0 0
r A B C
A 0 1 0
B 1 0 1
C 0 1 0
D 1 0 1
E 0 0 1
F 0 0 0
0 0 0
H 0 0 0
L] 0 0 0
c)

o0 O =0 &

coro@R o0

coocooo RO~ D

= ooooowm

Rl T R =5

(=l =R =Rl e N o R =T v 5 |

oc—~oooo o
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b)

Observacado: Os exercicos 11 e 12 devem ser desenvolvidos por meia da
plataforma Graphonline.

5.3. DISCUSSAO DAS ATIVIDADES PROPOSTAS

Nos exercicios 1, 2, 3, 4, 5, 6 e 7, espera-se que 0s alunos
desenvolvam os conceitos de Teoria do Grafos tais como: grafos simples, grafo
direcionados, grafos complexos e completos, ciclo e aciclico, entres outros
conceitos basicos da Teoria de Grafos, assim permitido que facam as
construcdes e respondam perguntas objetivas sobre Grafo. Ja no exercicio 8, é

proposto ao aluno que demonstre o que aprendeu sobre grafos isomorfos.

Nos exercicios 9 e 10, criam que os alunos relacionem grafos e
matrizes e a partir disso, criar por meio das matrizes um grafo e por meio do

grafo sua matriz.

Os exercicios 11 e 12, envolvem o conceito de caminho minimo por

meio dos algoritmos de Dijkstra e de Floyd-Warshall. Apesar do objetivo de
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ambos 0s exercicios serem 0 mesmo, 0s algoritmos trabalham de maneira

distinta, permitindo que sejam desenvolvidos conceitos diferentes.
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6. CONSIDERACOES FINAIS

Compreender que a interpretacédo de um problema pode ser
transcrita por meio de uma modelagem antes de encontrar sua solugéo, nesse
caso a utilizagdo de um desenho (grafo) para modelar problemas amplia o
conhecimento do aluno e oferece ferramentas adequadas para tomada de
decisfes na busca de uma solucéo, a qual pode ser obtida manualmente ou com
0 auxilio de um computador com novas oportunidades de aprendizagem até

mesmo em outras disciplinas e assuntos que nao sejam a Matematica.

As propostas de atividades levantam a possibilidade da teoria dos
grafos ser inserida complementarmente em alguns conteddos, como conjuntos
ou matrizes. Tendo em vista, as aplicacdes de grafos e a importancia de seu uso
em determinadas areas, desde o tradicional problema das sete pontes de
Konigsberg, até mesmo com o encontro do mesmo em menores caminhos,
acredita-se que a modelagem de um problema em grafos propicia aos alunos o
pensar, entender o abstrato e a inferir sobre vérias proposi¢cdes colocadas
tornando-se uma técnica ou procedimento capaz de ajuda-lo a tomar decisdes

mais adequadas para resolver inUmeros problemas.
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