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RESUMO

O objetivo do presente trabalho é explorar os conceitos e aplicagcdes da Pesquisa
Operacional, com foco especial na Programacédo Linear e Nao Linear, compreendendo
como essas técnicas matematicas sao utilizadas para resolver problemas de otimizacdo
em uma variedade de areas e setores. A Programacédo Linear e Nao Linear revelou
poderosas ferramenta para maximizar ou minimizar uma funcdo objetivo sujeita a
restricbes lineares e nado lineares, onde destaca-se a capacidade de tratar problemas
complexos de forma eficiente, por meio de métodos como o Simplex, Geométrico,
Gradiente, Quase-Newton, Newton, entre outros, demonstrando sua utilidade na tomada
de decisGes em diversos contextos. As aplicacbes da Programacéo Linear sédo vastas,
desde a otimizacéo de cadeias de suprimentos e logistica até o planejamento de producéo
e alocacao de recursos, onde o problema modelado matematicamente tem caracteristica
linear em sua funcéo objetivo e/ou restricdes. Por outro lado, a Programacao Nao Linear
mostrou-se fundamental para abordar problemas mais complexos em que a relagéo entre
as variaveis da funcdo objetivo e/ou restricbes é ndo linear. A Programac¢ado N&o Linear
pode ser aplicada em areas como economia, engenharia e ciéncia da computacéo, onde
as restricdes nao lineares exigem abordagens mais sofisticadas, portanto, a Pesquisa
Operacional, juntamente com a Programacéo Linear e Nao Linear, desempenham um
papel fundamental na resolucéo de problemas complexos de otimiza¢do, onde utiliza-se
conteudos basicos no ensino de matematica, uma vez que essas técnicas oferecem uma
base sélida para a tomada de decisGes informadas, melhorando a eficiéncia e o
desempenho em diversas areas, de tal forma que empresas e organizacbes possam
alcancar melhores resultados, reduzir custos, aumentar a produtividade e enfrentar os
desafios do mundo moderno com maior confianga.

Palavras-Chave: : Pesquisa operacional. Programacao linear. Programacéo néao linear.
Aplicacdes.
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ABSTRACT
The objective of this work is to explore the concepts and applications of
Operations Research, with a special focus on linear and Nonlinear Programming,
understanding how these mathematical techniques are used to solve optimization
problems in a variety of areas and sectors. Linear and Nonlinear Programming
has proven to be powerful tools for maximizing or minimizing an objective function
subject to linear and nonlinear constraints. It stands out for its ability to efficiently
address complex problems through methods such as Simplex, Geometric,
Gradient, Quasi-Newton, Newton, among others, demonstrating its utility in
decision-making in various contexts. The applications of Linear Programming are
vast, ranging from supply chain and logistics optimization to production planning
and resource allocation. These applications involve mathematically modeling
problems with linear characteristics in their objective function and/or constraints.
On the other hand, Nonlinear Programming is essential for addressing more
complex problems where the relationship between the variables in the objective
function and/or constraints is nonlinear. Nonlinear Programming can be applied
in areas such as economics, engineering, and computer science, where nonlinear
constraints require more sophisticated approaches. Operations Research, along
with Linear and Nonlinear Programming, plays a fundamental role in solving
complex optimization problems. These techniques provide a solid foundation for
informed decision-making, improving efficiency and performance in various
areas. They use fundamental mathematical concepts in education, enabling
businesses and organizations to achieve better results, reduce costs, increase
productivity, and face the challenges of the modern world with greater confidence.

Keywords: Operations Research. Linear Programming. Nonlinear
Programming. Applications.
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1 INTRODUCAO

A pesquisa operacional (PO) utiliza técnicas matematicas e
estatisticas para resolver problemas complexos de tomada de decisdo em
diversos campos, tais como logistica, producéo, financas e transporte. Dentro
desse contexto, as técnicas de programacao linear e ndo linear tém

desempenhado um papel fundamental na busca por solu¢cdes 6timas.

O capitulo 2, aborda toda a parte tedrica e historica da pesquisa
operacional e sobre a programacéo linear, deixando em evidéncia 0s seus
respectivos termos e significados. Dando sequéncia, o capitulo seguinte

apresenta os conceitos sobre a modelagem na matematica.

O capitulo 4, trata da programacao linear que permite otimizar
problemas com relacdes lineares entre as variaveis, ao envolver a
maximiza¢cdo ou minimizacdo de uma fungéo objetivo sujeita a um conjunto
de restricOes lineares. Essa técnica tem se mostrado extremamente eficiente
na resolucdo de problemas de alocacdo de recursos, programacdo de
producao, distribuicdo de produtos e planejamento estratégico. Através dos
métodos gréafico para duas varidveis e do Simplex, é possivel encontrar

solucBes 6timas de forma sistematica e precisa.

Por outro lado, no capitulo 5, a programacéao néao linear lida com
problemas que apresentam funcdes objetivo sujeito a restricdes néo lineares.
Essa abordagem é essencial quando o relacionamento entre as variaveis ndo
pode ser expresso linearmente, como em situagdes que envolvem economia
de energia, engenharia de processos, planejamento de investimentos e
modelagem financeira. Embora a programacdo nao linear seja mais
desafiadora devido a falta de solucbes analiticas diretas, sdo apresentados
alguns métodos numéricos avancados, como os métodos de gradiente;
Newton; quase- Newton, que tém sido desenvolvidos para encontrar solugdes

aproximadas com eficiéncia.
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Neste trabalho, sdo exploradas as técnicas de programacao
linear e ndo linear, bem como suas aplicagbes em problemas reais. Ao
analisar estudos de caso e exemplos praticos, serdo examinadas como essas
técnicas tém sido utilizadas para otimizar recursos, minimizar custos,
maximizar lucros e tomar decisdes estratégicas em diferentes setores da

economia.

A compreensao das técnicas de programacao linear e néo linear
€ essencial para profissionais que buscam solucdes eficazes e eficientes em
um mundo cada vez mais complexo e competitivo. Ao dominar essas
ferramentas, é possivel obter uma vantagem competitiva e significativa ao
lidar com problemas de otimizag&o, que implicam melhorias em processos,
planejamento e tomada de decisfes informadas contribuindo para a

eficiéncia, sustentabilidade e inovacdo em diferentes setores da economia.
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2 PESQUISA OPERACIONAL E A MODELAGEM

A Pesquisa Operacional (PO) € uma area do conhecimento que
utiliza técnicas com base cientifica e l6gica para tratar de questdes de gestéao,

gue ajudam no processo de tomada de decisé&o.

O inicio da atividade, assim denominada pesquisa operacional
geralmente é atribuido as atividades militares nos primordios da
Segunda Guerra Mundial. Em razdo do empreendimento da guerra,
havia uma necessidade premente de se alocar de forma eficiente os
escassos recursos para as diversas operac¢des militares e atividades
internas a cada operacéo (HILIER e LIBERMAN, 20086, p. 1).

Em consequéncia do estudo da PO, segundo Hilier e Lieberman
(2006, p. 1), “garantiram-se vitorias nas Batalhas Aéreas na Gré-Bretanha e
no Atlantico Norte, igualmente auxiliaram na Campanha Britanica no
Pacifico”. Logo depois, com o fim da guerra e com a expansdo econémica,
percebeu-se que os problemas tratados nas operagbes militares eram
semelhantes aos das industrias. A partir desse momento, em 1950, a PO
passou a ser estudada e aplicada em organizacGes das mais variadas areas

de atuacao de acordo com Hilier e Liberman:

Apbs a guerra, muitos dos cientistas que haviam participado das
equipes de PO ou que ouviram falar a esse respeito motivaram-se para
desenvolver pesquisas relevantes nesse campo resultando em
avancos importantes no estado da-arte. Um exemplo essencial € o
método simplex para solucdo de problemas com programacéo linear,
desenvolvido por George Dantzig em 1947. Vérias ferramentas-padrao
da PO, como programacdao linear, programacéo dinamica, teoria das
filas e teoria do inventério, atingiram um estado relativamente bem
desenvolvido antes do final dos anos 1950 (HILIER e LIBERMAN, 2006,

p. 2).
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Com o advento dos computadores, a PO teve um crescimento
exponencial, j& que diversas técnicas podem ser alavancadas por meio de
calculos, desde técnicas simples até as mais complexas. A partir dos anos
80, com a popularizacédo dos computadores nas empresas, essas técnicas se

tornaram ainda mais difundidas.

Segundo Taha (2008, p. 2), “Em PO, ndo se tem uma unica
técnica para resolver todos os modelos matematicos que podem surgir na
pratica. Em vez disso, o tipo e a complexidade do modelo matematico é que

determinam a natureza do método de solugao”.

A Programacéao Linear é uma das principais técnicas utilizadas
na Pesquisa Operacional. De acordo com Taha (2008, p. 2) “[...] a técnica
mais utilizada dentro da PO é a programacao linear, ela é aplicada a modelos
cujas fungdes objetivo e as restricbes sao lineares|..]”. A programacao linear,
também conhecida como PL, consiste na representacdo das caracteristicas
de um problema em forma de conjunto de equacdes lineares, de acordo com

Hadley:

A Programacéo Linear (PL) usa um modelo matematico para descrever
o problema. O termo linear significa que todas as fun¢des matematicas
do modelo sdo obrigatoriamente, fungcBes lineares. A palavra
programacéo ndo se refere a programacao de computadores e deve
ser vista como sinbnimo de planejamento. Assim, podemos definir a
Programacgéo Linear como sendo o planejamento de atividades para
obter um 6timo resultado (HADLEY, 1993, p. 6).

O modelo matematico da PL trabalha com a matematica basica
nas etapas de elaboracdo das inequacdes e funcdes. Essa primeira etapa é

chamada de modelagem do problema.

Em geral, os problemas de otimiza¢gdo com o uso da PL tém por
objetivo, minimizar custos e maximizar lucros. Os problemas mais simples

podem ser resolvidos com relativa facilidade por meio de um método grafico.
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Nessa perspectiva, na maioria das vezes, utiliza-se esse
método para solucionar problemas com até duas variaveis. A partir de trés
variaveis, o método gréfico torna-se inviavel, por se tornar um trabalho mais
complexo. Por essa razdo, quando ha problemas de mais de duas variaveis,

a solucao é dada por algoritmos e softwares.

2.1 MODELAGEM

Na Pesquisa Operacional, seja na Programacéao Linear ou Nao
Linear, a primeira etapa na resolucdo de um problema de otimizacéo € a
modelagem matematica, a qual, utiliza alguns procedimentos para expor 0s
dados de um determinado problema.

A Modelagem Matematica foi e estd sendo concebida como —um
conjunto de procedimentos cujo objetivo é construir um paralelo para
tentar explicar, matematicamente os fendmenos presentes no cotidiano
do ser humano, ajudando-o a fazer predicdes e tomar decisdes
(BURAK, 1987, p. 21).

Assim para que a modelagem cumpra seu objetivo deve-se

identificar os principais dados do problema a ser trabalhado, desse modo é
importante seguir alguns passos:
» Organizar os dados;
» Descobrir o que deve ser determinado (variaveis do problema);
* Definir a funcao obijetivo;
» Reproduzir os caminhos que levam a uma solucédo, no caso, sado

as restricoes (inequacdes);
* Representar graficamente as inequacdes e definir a regido;
* Indicar a solucéo ou solucdes étimas;
 Substituir o valor dos vértices na fungéo objetivo para

calcular/confirmar a solugcéo otima obtida graficamente.

Realizado os passos e encontrado a solucdo 6tima, obtém-se
o valor que certamente influenciara na tomada de decisbes para determinado
caso.
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3 RESOLUCAO GRAFICA

Modelos de programacéo linear com até 3 variaveis podem ser
resolvidos graficamente, embora esse tipo de solugcdo nao tenha aplicacao

pratica, ja que, problemas do mundo real tém sempre muitas variaveis

3.1 RESOLUCAO GRAFICA DE PROBLEMAS DE INEQUACOES
LINEARES COM DUAS VARIAVEIS

Problemas de inequacdes lineares envolvendo duas variaveis
primérias sdo resolvidos geometricamente, escrevendo-se as restricbes de
desigualdade como igualdades. A partir disso, determina-se um poligono de
solucgdes viaveis, Segundo Chiang:

No caso de duas variaveis (n=2), o método gréafico de resolu¢édo pode
conduzir-nos a solucdo Otima sem dificuldades. Isto é,
independentemente do nimero de restricbes presentes no programa
linear, pois as restricbes adicionais aumentam apenas o nimero de
pontos extremos, e ndo a dimensao do diagrama. Quando ha trés
variaveis de escolha, no entanto, o método se torna complicado demais
devido & necessidade de desenhar um gréfico tridimensional. E no caso
de n varidveis, o método é inviavel (CHIANG. 1982. P. 559).

Diz-se que uma solucdo é viavel se ela satisfaz todas as
restricbes do problema. Uma vez obtido o poligono de solugdes viaveis, o
préximo passo é determinar qual das solucfes é a solucdo 6tima. Se existir
uma unica solu¢do que maximiza ou minimiza uma fungéo objetivo linear,
entdo esta solucdo deve corresponder a um vértice (ou ponto extremo) do
poligono de solugdes viaveis, se existir mais de uma solucéo, pelo menos
duas das solucdes devem corresponder a vértices do poligono de solucdes

viaveis.
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Portanto, o valor da fungao precisa ser calculado apenas para
as solucdes que correspondam aos vértices do poligono de solucdes viaveis,

a fim de determinar a solucéo 6tima.

Em alguns casos, algumas dessas solu¢cbes sdo nitidamente
inviaveis em relacdo aos valores correspondentes da fungédo objetivo, ndo

precisando ser calculada.

Para uma melhor compreensdo, organiza-se 0S passos a
serem seguido a fim de encontrar a solugdo viavel utilizando o Método

Gréfico.

Passos:
« Tracar, em um mesmo plano, o gréfico de cada inequacéo:
+ Identificar os eixos com as variaveis de deciséo.
+ Substituir a desigualdade por uma igualdade.
« Tragar as retas no plano cartesiano.
« Escolher um ponto auxiliar, de preferéncia o ponto (0, 0), e
verificar se ele satisfaz, ou ndo a desigualdade inicial.

Em caso positivo, a solucdo da inequacao corresponde ao

semiplano, ao qual pertence o ponto auxiliar.

Em caso negativo, a solucdo da inequacdo corresponde ao
semiplano oposto aquele, ao qual pertence o ponto auxiliar.
» Determinar a regido correspondente a interseccao dos dois
semiplanos, isto é, desenhar as restrigdes para delimitar a chamada “regiao
viavel”.
Concluindo os passos dados, obtém-se o valor que otimiza a

funcéo objetivo, utilizando o Método Grafico.

20



R=LIMNAT uniFACSF

Revista Eletrénica do Curso de Licenciatura em Matematica Centro Universitario Municipal de Franca

3.2 EXEMPLO PRATICO PARA MODELAGEM

A seguir sera realizado um exemplo aplicando a modelagem
matematica junto ao método gréafico, onde serd realizado um passo a passo

para sua resolugao.

Exemplo 1: A empresa “Agua Quente” produz e vende dois
tipos de aquecedores solares: o Aquecedor Prata e o Aquecedor Ouro.
Embora ambos o0s aquecedores sejam compostos por apenas um
reservatério de agua, o Aquecedor Prata possui 16 metros de tubo de aco
inoxidavel, enquanto o Aquecedor Ouro possui apenas 12 metros de tubo,
devido ao seu design exclusivo. No entanto, devido ao design mais complexo
do Aquecedor Ouro, ele leva mais tempo para ser construido, 9 horas, em

comparacao com as 6 horas necessarias para o Aquecedor Prata.

Com o final do ano se aproximando, a empresa planeja dar um
recesso aos seus funcionarios. Antes disso, no entanto, eles precisam
esgotar o estoque de materiais que ainda possuem em seu galpao. Ha 200
reservatorios de agua e 2.880 metros de tubo disponiveis no galpéo, e a
fabrica s6 tem tempo para realizar um méaximo de 1.566 horas de trabalho
antes do recesso. Além disso, sabe-se que o Aquecedor Prata traz um lucro
de $300,00, enquanto o Aquecedor Ouro gera um lucro de $350,00. Dessa

forma, qual dos aquecedores é mais lucrativo para a empresa?
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1° passo — organizar os dados:
Tabela 1 — Organizagéo dos dados

Aquecedor Aquecedor
Prata Ouro

Reservatorio

de agua: 1 1
Tubos: 16 metros 12 metros
Horas de

trabalho: 6 horas 9 horas
Lucro

unitario: $ 300 $ 350

Fonte: elaborada pelos altores.
2° passo - identificar as variaveis:

* 200 reservatérios de agua
» 2.880 metros de tubos
 1.566 horas de trabalhos

3° passo - Identificar a funcao objetiva:

* N°de Aquecedores Prata: x1

* N°de Aquecedores Ouro: x2

* Max Z = 350x1+ 300x2 = fungéo objetiva
4° passo — Encontrar as restricdes (inequacdes):

e 12x1+ 16x2< 2880
. 9x1 + 6x2 S 1566

Como as variaveis ndo admitem valores negativos, entdo:
X1 >0e X3 >0

5° passo — Exemplo do método prético no software Geogebra para
maximizacao
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Inicialmente, determina-se o conjunto de pontos (x1 e x2) que
satisfacam as restricbes. Para isso, determinam-se 0s pontos no plano
cartesiano que satisfagcam cada uma das inequagodes e das restricbes. Como
tais variaveis ndo admitem valores negativos, isto é, x1 = Oe x2 = 0 tém-

se uma regido mais restrita ainda, como mostra a figura 1.

Figura 1 — Gréfico das restricdes: x1 = 0exz =2 0

REGIAO DA SOLUGAO

Fonte: elaborada pelos autores.

Como observado na figura 1 as restricdes (X1 = 0 ¢ x2 = 0)
delimitam o semiplano da regido viavel, assim a solu¢édo 6tima € encontrada
no primeiro quadrante. Apds a insercao das outras restricdes, isto €, das

inequacdes do problema, obtém-se a figura 2.

23



R=LIMAT uUniFACSF

Revista Eletrénica do Curso de Licenciatura em Matematica Centro Universitario Municipal de Franca

Figura 2 — Gréfico das Inequacdes: 12x1 + 16x2 <2880 e 9x1+ 6x2 <1566

B(0; 180)

C(122;78)

A(0; 0) h D(180; 0)

Fonte: elaborada pelos autores

A regido destacada na figura 2 representa os pontos (x1; xz ) do
plano R2, que satisfazem todas as desigualdades, enquanto a regiao contida
entre as arestas do poligono (ABCD) sombreado, correspondem aos pares
de valores x1 e x2, que satisfazem as restricdes do problema, sendo, portanto,

solucdes viaveis.

Para obter a solugdo O6tima, nesse caso, 0 lucro maximo,
emprega-se ao teorema que afirma que, no caso de existir uma unica solugéo
gue maximiza ou minimiza uma funcéo objetivo linear, entdo esta solugéo
deve corresponder a um vértice (ou ponto extremo) do poligono de solu¢des

viaveis e fazer um estudo sobre tais pontos dos vértices:

24



R=LIMNAT uUniFACSF

Revista Eletrénica do Curso de Licenciatura em Matematica Centro Universitario Municipal de Franca
Substituindo cada ponto dos vértices na fungéo objetivo:
Max Z = 350x1 + 300x2
A= (0,0); B =(0,180); C = (122, 78); D = (180; 0)

Tabela 2 - M&ximo da funcédo objetivo: Z = 350x1 + 300x2

Pontos (x1, x2) Z = 350x1+ 300x2
(0, 0) =0
(180, 0) = 63000
(122, 78) = 66100
(0, 180) = 54000

Fonte: elaborada pelos autores.
Max Z = 350x1 + 300x2

Max Z = 350(122) + 300(78) = 66.100
Max Z = 66.100

Portanto conclui-se que: C = (122; 78) é a solucao 6tima, desse
modo, para que a empresa de aquecedores tenha o maior lucro a sua
producdo de aquecedores devera ser 122 aquecedores Prata e 78

aquecedores Ouro, assim sera obtido o maximo lucro de $ 66.100,00.
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4 PROGRAMACAO LINEAR

E reconhecida como uma das técnicas mais amplamente
utilizadas na Pesquisa Operacional. A Programacéo Linear (também referida
como PL) envolve a representacdo das caracteristicas de um problema por
meio de um conjunto de equacdes lineares. Geralmente, o nivel dessas
equacdes é fundamental, sem complexidades adicionais, utilizando apenas
conceitos basicos de matematica na fase de formulacdo. Esse processo é

comumente denominado de modelagem do problema.

4.1 TERMOS DA PROGRAMACAO LINEAR (PL)

Variaveis de decisdo, funcdo objetivo e restricbes sao trés
termos que serdo extensamente utilizados a partir daqui. A solugédo de um
problema de PL sempre ira conter esses elementos, 0s quais, serdo descritos
a sequir:

» Variaveis de decisdo: todo problema de PL busca obter uma
solucdo 6tima para uma dada situagdo. Essa solucdo é resultante de um

conjunto de decisbes, por exemplo: Quantos produtos do tipo “x” seréo
produzidos; qual a quantidade da matéria-prima “y” a ser comprada; investir,
ou nao investir em certa acdo do mercado de capitais, entre outros. Dessa
forma, as variaveis de decisdo séo todas as op¢des que se apresentam em
um devido problema, isto €, sdo incégnitas a serem definidas na solucéo.
Desse modo, tratando-se de problemas de PL, as variaveis de deciséo
deverdo sempre, adotar um comportamento linear, ou seja, ndo podem ser
exponencializadas ou multiplicadas entre si, o que resultaria em um

comportamento nao linear.
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* Funcéo objetivo: a otimizacdo de um problema de PL visa a
maximizacdo ou minimizacdo de um determinado objetivo, tais como:

maximizar o lucro da empresa; minimizar o custo de compra, entre outros.
Desse modo, a Func¢éo Objetivo (FO) ou (Z) € uma expressao matematica
gue quantifica a solugdo de um dado problema.

» Restricdes: sempre havera algo que limita a otimizacado de um
problema. No exemplo anterior, as producbes de x, y e z poderdo ser

limitadas em termos de capacidade produtiva, maxima quantidade que o
mercado demanda, bem como o limite de oferta de matéria-prima etc. Assim
sendo, as restricdes séo limitantes aos valores das variaveis de decisdo. As
restricbes sdo expressas em equacdes ou inequacbes matematicas que

traduzem um limitante fisico a solu¢éo do problema.

4.2 SIMPLEX

Simplex, € um método iterativo que permite aprimorar a solucéo
da funcéo objetivo a cada etapa. O processo € concluido quando ndo é mais
possivel melhorar esse valor, ou seja, quando se atinge o valor 6timo ou a
solugdo Gtima (o maior ou menor valor possivel, dependendo do caso,

mantendo todas as restricoes satisfeitas).
4.3.1 CONCEITOS TEORICOS

Como o algoritmo simplex utiliza uma série de definicdes e
conceitos associados, € interessante desenvolver parte desses conceitos em
separado para melhor entendimento do algoritmo (COLIN, 2007). A seguir

sao apresentadas as principais definicdes associadas ao algoritmo.

O método simplex comeca com a formulacdo de um modelo
matematico, em que séo definidas a funcéo objetivo, varidveis de deciséo e

as restricdes, conceitos estes que ja foram aplicados em sec¢fes anteriores.
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No entanto o que diferencia o0 método simplex do método
algébrico é a transformacédo das inequacdes em equacdes. Isso é feito com
a adicdo das variaveis de folga em cada restricdo. Com isso também se tem

0 acréscimo de outros termos, 0s critérios de parada e a condicéo de saida.

O critério de parada corresponde aos valores positivos ou a um
valor negativo, que dependera do objetivo estipulado. Ja a condi¢cdo de saida

é definida pelo menor quociente entre os valores.

A partir disso, o Simplex utiliza iteracdes para avaliar esses
vértices e otimizar as variaveis, garantindo que ira aumentar o valor da funcao
objetivo ou garantir que ele néo seja afetado a cada repeticdo. A nova variavel
escolhida € sempre aquela que € capaz de realizar a maior modificacdo para
chegar na solucao desejada.

De acordo com Chiang:
O método Simplex baseia-se na seguinte propriedade: Se a funcao
objetivo Z ndo toma seu valor maximo no vértice A, quer dizer que
existe uma aresta que parte de A e ao longo da mesma, o valor de Z
aumenta (CHIANG, 1982, p.256).

O Algoritmo Simplex é um método iterativo, desenvolvido em
uma tabela ou mais conhecido como Tableau Simplex, que parte de uma
solucdo basica factivel inicial e busca, a cada iteracdo, uma nova solucéo
bésica factivel, chamada Solucdo Basica Factivel Adjacente (SBFA), com
melhor valor na funcéo objetivo, A descricdo geral do algoritmo Simplex é

apresentada na Figura 3.

28



R=LIMNAT uUniFACSF

Revista Eletrénica do Curso de Licenciatura em Matematica Centro Universitario Municipal de Franca

Figura 3 - Fluxograma da descri¢ao geral do algoritmo Simplex

Inicio: Forma
padrio

L 4

Encontrar uma SBF inicial

»
>

. 28

A solugio é
otima?

Nao

Determinar uma SBF
adjacente melhor

Fonte: Lachetermarccher, 2009, p. 35.

4.3 ALGORITMO SIMPLEX

Para resolver um problema de Programacé&o Linear usando o
método Simplex, é preciso aplicar 0os conceitos citados na se¢ao anterior, ou
seja:

* Formulacédo do Problema: Definir claramente o problema em

termos de uma funcéo objetivo a ser maximizada ou minimizada, sujeita a
um conjunto de restricdes lineares e identificar as varidveis de deciséo e as
restricbes do problema.

+ Forma Padrao: Converter o problema para a forma padréo, que
€ uma forma especifica usada no contexto do algoritmo simplex. A forma

padrdo envolve maximizar uma funcdo objetivo sujeita a restricées lineares
e nadonegatividade das variaveis.

« Tabela Inicial: Criar uma tabela inicial para o problema, que inclui
as variaveis de deciséo, variaveis de folga (introduzidas para transformar as

inequacdes em equagdes) e a fungao objetivo.
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+ lteracOes do Simplex: Realizar iteracdes do algoritmo simplex. Em cada
iteracao, identificando a varidvel que entrara na base (varidvel ndo béasica) e
a variavel que saira da base (variavel basica). Isso é feito para melhorar a
solucéo e se mover em direcdo a solucdo otima. ApOs 0 processo, atualiza-
se a tabela de acordo com as mudancas nas variaveis basicas e nao basicas.
« Critério de Parada: Continuar as iteracdes até atingir uma

solucéo otima. O critério de parada geralmente envolve verificar se todos os
coeficientes da linha da funcéo objetivo sdo ndo-negativos.

* Interpretacéo da Solucao: Apés encontrar a solucao 6tima,
interpreta-se os resultados em termos do problema original.

4.3.1 MODELAGEM NA FORMA PADRAO

A forma padrdao do modelo de problema, consiste em uma
funcao objetivo, sujeita a certos critérios (as restricdes), o qual deve atender
as seguintes condic¢des:

* O objetivo € maximizar ou minimizar o valor da funcdo objetivo (por
exemplo, aumentar lucros ou reduzir as perdas, respectivamente).

* Todas as restricbes devem ser equacdes de igualdade (identidades
matematicas).

* Todas as variaveis (xi) devem ser positivas ou nulas (condicdo de
naonegatividade).

» Os termos independentes (bi) de cada equacao devem ser ndonegativos.

Como mencionado, o objetivo do método simplex é otimizar o
valor da funcéo objetivo. No entanto duas op¢des sédo apresentadas: obter o

maior valor 6timo (maximizar) ou obter o menor valor 6timo (minimizar).

Além disso, existem diferencas no algoritmo, quando se
trabalha com diferentes objetos, sejam eles de maximizar ou minimizar a

funcéo objetivo.
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4.3.2 OBJETIVO DA MAXIMIZACAO

O objetivo da maximizacao em problemas de otimizacédo, como
na Programacdao Linear, é encontrar o conjunto de valores para as variaveis
de decisdo que maximize uma determinada funcdo objetivo sujeita a um
conjunto de restricdes. Em outras palavras, o objetivo € encontrar a melhor
combinacdo de variaveis que leve a um resultado tdo grande quanto possivel
para a funcao objetivo. Para que seja possivel encontrar os valores desejados
na PL, deve-se respeitar 0s seguintes critérios:

« Critério de parada: quando, na linha Z, ndo aparece nenhum

valor negativo.
+ Condicao de entrada na base: o menor valor negativo na linha Z (ou o

de maior valor absoluto entre os negativos) indica a variavel P;que entra na
base.
+ Condicao de saida da base: depois de obter a variavel de

entrada, determina-se a variavel de saida por meio do menor quociente Po/P;

dos valores estritamente positivos.
4.4 METODO PRATICO: TABLEAU SIMPLEX

Para compreender os conceitos do Simplex optou-se pelo

algoritmo na maximizacao de lucros no exemplo a seguir.

4.4.1 Aplicacdo 1: Producdo de uma fabrica de materiais de inox com o
algoritmo Tableou Simplex

Na linha de producao de uma fabrica de materiais de inox para
cozinha, existem trés tipos de colheres: "Luxo", "Prime" e "Simples". A
primeira colher é produzida utilizando 3,5 mm de inox, com um custo de
material de $ 3,00. Depois, ela passa por um processo de polimento, que leva
6 horas para ser concluido. A segunda colher tem 0 mesmo custo de material
gue a primeira, mas leva apenas 3 horas de polimento para ser finalizada.

Por fim, a terceira e Gltima colher é produzida utilizando 2,5 mm de inox, com
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um custo de material de $ 2,00, e nao precisa passar por nenhum processo

de polimento, j& que é uma peca popular.

Ao final da produgéo, foi observado que havia sobrado uma
peca de inox com custo médio de $ 30,00, e 48 horas disponiveis na oficina
de polimento. Procurando maximizar o lucro, e sabendo que a colher "Luxo"
gera um lucro de $ 10,00, a colher "Prime" gera um lucro de $ 8,00 e a
"Simples" gera um lucro de $ 1,00, qual seria a quantidade ideal de cada tipo
de colher a ser produzido para utilizar todo o inox e as horas vagas na oficina

de polimento?

Resolucao: Seja a seguinte modelagem padrao:

x1. Colher de luxo;
x2: Colher prime;
x3: Colher simples;
Lucro: Z max = 10x1+ 8x2+ x3

Sujeito a:

Custo: 3x1+ 3x2+ 2x3< 30

Polimento: 6x1+ 3x2< 48
x1; x22 0

Utilizando o método Tableau Simplex encontre o valor maximo de
Z.

1° passo: Observar as restricdes. Como se trabalha com maximizacéo, as
restricbes devem obedecem ao sinal de < (menor ou igual), sendo x1 e x2 2
0

2° passo: transformar a fungéo objetiva em equacéao:

Z=10x1+8x2+x3 = Z-10x1—-8x2—x3=0
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3° passo: Adicionar as variaveis de folga:
3x1+ 3x2+ 2x3+ xf1=30
6x1+ 3x2+ xf2=48
4° passo: Criar a primeira tabela de resolucao:

Linha 1 - (L1): S&o os valores de x1; x2; x3; xf1 e xf2 da primeira

restricdo (3x1+ 3x2+ 2x3+ xf1= 30)

Linha 2 - (L2): S&o os valores de x1; x2; x3; xf1 e xf2 da segunda

restricdo (6x1+ 3x2+ xf2=48)

Linha 3 - (Ls): Sdo os valores de x1; x2; x3; xf1 e xf2 da equagao

objetiva (Z - 10x1— 8x2— x3=0)

Tabela 2 - Tabela inicial do simplex

z Xy X2 X3 xf1 xfa b
L+ 0 3 3 2 1 0 30
Lz 0 6 3 0 0 1 48
Ls 1 -10 -8 -1 0 0 0

Fonte: elaborada pelos autores.

5° passo: Encontrar o elemento pivo:

Na L3, encontra-se o menor valor e define-se a coluna em que ele
esta inserido como coluna pivé.

Agora, deve-se encontrar o menor elemento em Lz e L.

L1=> 30+3=10el2-> 48+6=8
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O menor elemento foi 0 8, entdo a L2 sera denominada linha pivo.

Com isso, encontra-se o 6, denominado elemento pivo. A seguir,
para melhor visualizacéo, tém-se a tabela 3

Tabela 3 - Coluna, linha e elemento pivd

z X, X X3 xf xf, b

0 3 3 2 1 0 30
L1

0 6 3 0 0 1 48
L

1 -10 -8 -1 0 0 0
Ls

Fonte: elaborada pelos autores.

6° passo: Transformar o elemento pivé (6) em 1:

(0:;6;3;0;0;1;48)

Neste caso sera L2 ~ 6 = &
1 1

AgoraalzpassaaserNL2=(0;1;2;0:;0;56;8)

: i 1eLs, faz u ivo igu Zero.
7° passo: Criar L1 e L3, fazendo o elemento da coluna piv6 igualar a zero
1 1

— Nova L1: NL2(-3)+ L1 = [(0:;1;2;0:;0;6;8)(-3)+(0;3;3;2;1;0;
30)]

3 1

NL1=(0;0;2;2;1;-2;6)
1 1
— Nova L3: NL2(10) + L3=[(0;1;2;0;0; 6:;8)(10) + (1; -10; -8; —1; 0;
0;0)]
5

NL3=(1;0; -3;-1;0; 3; 80)
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Agora rescrevendo todas as linhas encontradas em uma nova

Tabela 4: Tabela 4 - Tabela apés as interacfes

z X1 X2 X3 Xfl xfz b

L1 0 0 3/2 2 1 172 6

ENN 1 1/2 0 0 1/6 8
-3 1 0

Ls 0 5/3 80

Fonte: elaborada pelos autores.

O critério de parada é estabelecido quando na linha Z da tabela
4 ndo aparece nenhum valor negativo, nesse caso, a L3 apresenta valores
nao positivos. Sendo assim, repete-se todos 0s processos anteriores nessa

tabela.
8° passo: Encontrar o elemento pivo:

Na Ls, encontra-se o menor valor e define-se a coluna em que

ele esta inserido como coluna pivé.

Em seguida, é necessario encontrar o menor elemento em L2
e NLu.

3
L = 6+2=4

1
L, =8=2=16

O menor elemento foi 0 4, obtendo-se a linha pivé Li. Com isso,
encontra-se como elemento pivd o 3/2. Abaixo encontra-se a visualizagéo da Tabelan®
5.
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Tabela 5 — Nova linha, coluna e elemento pivo

z X1 X2 X3 xf1 xf2 b
L1 0 0 3/2 2 1 -1/2 6
L2 0 1 1/2 0 0 1/6 880
L3 1 0 -3 -1 0 5/3

Fonte: elaborada pelos autores.

9° passo: Transformar o elemento pivo (3/2) em 1.:

Neste caso sera

(D:U;

b3 | o3
b=
ek
Nlr—
[=3]
—

L1+§ 2>

B | wa
~
=]
-r
=]
-
=
|
-
|
[

w | =
N,
et

4 2 1
Agora a L1 passa a ser NL1 = (0;0; 3 ; 3; — 3 ; 4)

10° passo: Criar uma nova Lz e L3, fazendo o elemento da coluna pivo igualar

a zero.
=) Nova L2:
1 4 2 1 1 1
Li(-2)+L2=[(0;0;1; 3;3;-3;4)-2)+(0;1;2;0;0
1
16 8)
2 1 1
NL2=(0;1;0;-3;-3;3,6)
=) Nova L3:
4 2 1
NLi(3)+Ls=[(0;0;1; 3;3;-3;4)3)+(1;0;-3;-1;
5
0;3;80)]

2
NL3=(1:0:0;3:2:3;92)
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Rescrevendo todas as linhas encontradas em na nova Tabela 6:

Tabela 6 — Tabela apds os processos de interacdes

z X1 X2 X3 xf1 xf2 b
NL1 0 0 1 4/3 2/3 -1/3 4
NL2 1 0 -2/3 - 1/3 1/3 6
0
NL3 0 0 3 2 2/3 92
1
Fonte:
elaborada

pelos autores.

Como pode-se observar, a linha Z (NLs) € positiva, entdo
estabelece nosso critério de parada.

Desse modo, obtém-se os seguintes resultados:
x1=6
x2=4
x3=0
Z max = 92

Para verificar se a resposta € correta, basta substituir os termos
na equacao:

Z max = 10x1+ 8x2 + x3
Z max =10(6) + 8(4) + 0 =92
Z max =92

Portanto, conclui-se que a solucao otima é a fabricacdo de 6
colheres “luxo”, 4 colheres “prime” e nenhuma simples, tendo a solucao
6tima, um lucro de $ 92,00.
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4.5 UTILIZAGAO DE SOFTWARE: LINDO

Existem varios softwares quando se trabalha na pesquisa
operacional, nesse trabalho, optou-se por utilizar o software LINDO, pois &
considerado um software de facil aplicacdo e grande velocidade na sua
utilizagdo, segundo Junior e Souza: “[...] por ser uma das melhores
ferramentas de resolugdo de modelos de otimizagao [...]", (JUNIOR E

SOUZA, 2004, p.6). O LINDO maximiza lucros e minimiza custos.

4.5.1 RESOLUCAO DA APLICACAO 1 UTILIZANDO O SOFTWARE LINDO
Z max = 10x1+ 8x2+ x3
Sujeito a:
3x1+ 3x2+ 2x3< 30

6x1+ 3x2548

x1;x220

Utilizando o software LINDO, para melhor entendimento segue o

passo a passo para a resolugéo do exemplo

1° passo: Na péagina inicial do software digita-se a fungéo objetiva:

Figura 4 — Funcao objetiva no software
% LNDO

File Edit Solve Reports Window Help
Dis|%HS| lelelvxesn Oo RAB BES 2

Qﬁ <untitled>
MAX

10=1+48x2+4x3

Fonte: elaborada pelos autores.
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2° passo: Digita-se o comando “SUBJECT TO” e logo em seguida, as

restricbes do nosso modelo: Figura

5 — Restricdes no software

5] uNnpo

File Edit Solve Reports Window Help
Dlg=Ese dloalvxexa Oe RAB B 2

%3 <untitled>

MAX
10x1+8x2+=3

SUBJECT TO
3x1+3=x2+2x3<=30
6Exl+3x2<=48
x1>=0

=®2>=0

Fonte: elaborada pelos autores.

3° passo: Digita-se o ultimo comando: “END” e clica-se no comando
“objetivar”:
Figura 6 — Comando obijetivar no software

5 LINDO - [<untitled>]
E’aFnle Edit Solve Reports Window Help

D@ lvelvrEnl (B RAD BE 2k
Comando objerlvar\]

Fonte: elaborada pelos autores.

4° passo: Apos todos os comandos o resultado € gerado pelo software:

Figura 7 — Resultado no software

% unpo
File Edit Solve Reports Window Help
Dl &lee[vxE=A] O Hkam 2Ee 2
BaReportsWindow
LP OPTIMUM FOUND AT STEP 2
OBJECTIVE FUNCTION VALUE
1) 92.00000
VARIABLE VALUE REDUCED COST
i1 6.000000 0.000000
X2 4.000000 0.000000
X3 0.000000 3.000000
ROW SLACK OR SURPLUS DUAL PRICES
2) 0.000000 2.000000
3) 0.000000 0.666667
4) 6.000000 0.000000
S) 4.000000 0.000000

Fonte: elaborada pelos autores.
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Dessa forma o software nos dara a resposta.

Figura 8 — Resultado alcancado
% LNDO e

File Edit Solve Reports Window Help
Di|=E|S &l=e|YRE=n] SO0 kam 2Es 2l

Qa Reports Window

LF OPTIMUM FOUND AT STEP 2
OBJECTIVE FUNCTION VALUE

1) 92.00000

VARIABLE VALUE REDUCED COST
i1 6.000000 0.000000
X2 4.000000 0.000000
3 0.000000 3.000000

Fonte: Fonte: elaborada pelos autores.

Substituindo os valores encontrados no software na funcao
objetivo:

Z max = 10x1+ 8x2 + x3

x1=6
x2=4
x3=0

Z max =10(6) + 8(4) + 0 =92
Z max =92

Portanto, conclui-se que a solucdo 6tima é a fabricacdo de 6
colheres “luxo” e 4 colheres “prime”, tendo a solugao 6tima, um lucro de
$92,00. Como pode-se observar na figura 8, a solugdo étima foi a mesma que

a encontrada no Tableau Simplex, do exemplo anterior.

Verifica-se entdo que o algoritmo Simplex opera iterativamente
para buscar a solu¢do 6tima. Comega com uma solucdo viavel e, em cada

iteracdo, melhora progressivamente a solugéo para alcancar a solucéo 6tima.
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O algoritmo juntamente com o software, pode ser aplicado a
uma variedade de problemas em diferentes setores como por exemplos nas
areas de investimentos financeiros, alocacdo de recursos, cadeira de
suprimentos, problemas de custos minimos. Vale ressaltar que, embora o
algoritmo simplex seja eficaz para muitos problemas de programacéo linear,
h& casos em que outros métodos, como o método do ponto interior, podem
ser mais adequados. A escolha do método depende da natureza especifica

do problema que esta sendo abordado.
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5 PROGRAMACAO NAO LINEAR (PNL)

A PNL pode ser utilizada para resolver problemas complexos de
otimizacdo que envolvem multiplas variaveis e restricbes, em varias areas,

tais como, engenharia, financas, ciéncia da computacao, logistica e outras.

A Programacdo N&o Linear € uma é&rea da otimizagdo de
problemas em que a funcdo objetivo e/ou as restricdes envolvidas ndo sao
lineares. Em outras palavras, trata-se de um problema de otimizacdo em que
a solucdo ndo pode ser encontrada por meio de uma combinacao linear de

suas variaveis.

Existem diferentes tipos de problemas de PNL, incluindo
problemas de programacao quadratica, problemas de programacéao conica e
problemas de Programacdo N&o linear Geral. Cada tipo de problema

apresenta suas proprias peculiaridades e técnicas de resolucéo.

Para resolvé-los , sdo utilizados métodos como: do gradiente,
de Newton e o Quasi-Newton. Estes métodos buscam encontrar a solugao
otima do problema a partir da avaliacao iterativa da funcao objetivo e suas

derivadas.

A programacdo ndo linear € uma area de pesquisa ativa e
continua a evoluir com o desenvolvimento de novas técnicas e algoritmos
para a solucdo de problemas de otimizacdo complexos. Neste trabalho
apresenta-se alguns outros métodos com suas principais caracteristicas,
enfatizando o Método de Newton, nos quais serdo utilizadas a ferramentas
de programacdo em linguagem Python, cuja utilizacdo € fundamental para
facilitar os calculos a serem realizados.

5.1PYTHON

7

Python € uma linguagem de programacédo versatil, de facil
aprendizado e com uma ampla variedade de aplicacdes, utilizada em

diferentes setores, devido a sua simplicidade e poder.
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Para que os codigos sejam executados de maneira eficiente,
utiliza-se o Google Colaboratory, comumente chamado de Colab, um servico
de nuvem gratuito hospedado pelo préprio Google para incentivar a pesquisa
de Aprendizado de Maquina e Inteligéncia Atrtificial. Ele permite que haja a
mistura do cédigo fonte (em Python) e texto rico (geralmente em markdown)
com imagens e o resultado desse cédigo, uma técnica conhecida como:

notebook (“caderno”, em portugués).

s

A ferramenta utilizada na resolucdo de problemas de PNL é
amplamente adotada na area da matematica e Ciéncia de Dados devido a
sua rica biblioteca de funcbes Mateméaticas e capacidade de lidar com
calculos complexos e serd utilizada na resolucdo de problemas de PNL.

5.2TERMOS E METODOS DA PROGRAMACAO NAO LINEAR (PNL)

Alguns dos termos e métodos mais comuns utilizados na PNL,

serdo destacados a seguir:

« Funcdo objetivo: é a funcdo que se deseja maximizar ou

minimizar. No caso da programac¢éao nao linear, ela ndo é uma funcao linear

das variaveis de deciséo.

« Variaveis de decisdo: sdo as variaveis que podem ser ajustadas

pelo modelo para encontrar a solucéo 6tima. Essas variaveis sao tipicamente

sujeitas a restricoes.

« Restriges: sédo as condi¢bes que devem ser satisfeitas pela

solucédo do modelo. As restricdes podem ser lineares ou nao lineares.
+ Restricbes lineares: séo restricbes que envolvem uma

combinacao linear das variaveis de decisdo. Por exemplo, a restricdo 2x +
3y <10 é uma restricao linear.

+ Restricbes nao lineares: sao restricdes que ndo podem ser

expressas como uma combinagdo linear das variaveis de decisdo. Por

exemplo, a restricdo xy = 1 € uma restricao nao linear.

43



R=LIMAT uniFACSF

Revista Eletrénica do Curso de Licenciatura em Matematica Centro Universitario Municipal de Franca

« Programacao quadratica: € um tipo de problema de programacéao

ndo linear em que a funcdo objetivo é uma funcéo quadratica das variaveis
de decisao.
- Método do gradiente: € um método iterativo de otimizagéo que

utiliza a derivada da funcé&o objetivo para encontrar a direcdo do maior
declive e determinar o proximo ponto a ser avaliado.

« Método de Newton: € um método iterativo de otimizacdo que

utiliza a segunda derivada da funcéo objetivo para determinar a diregcdo do
minimo local e determinar o proximo ponto a ser avaliado.

« Método de Quasi-Newton: é uma familia de métodos iterativos de
otimizag&o que buscam aproximar a matriz Hessiana da funcéo objetivo sem

calcular todas as suas derivadas de segunda ordem.

Dentre os métodos destacados, o fofo deste trabalho sera dado

posteriormente ao Método de Newton e suas praticidades.

5.2.1 FUNCAO OBJETIVO NA PNL
Funcao objetivo na fungdo néo linear é:
« uma funcdo matemaética que deve ser otimizada, representa a
grandeza que se deseja maximizar ou minimizar, e é geralmente uma
funcdo nédo linear das variaveis de deciséo do problema;

« uma parte fundamental de qualquer problema de programacéao
nao linear, sua forma é determinada pelo problema especifico em questéo,

e seu objetivo é encontrar o valor 6timo das variaveis de deciséo que leva a
melhor solug&o do problema. O valor 6timo é geralmente definido como o
valor que maximiza ou minimiza a funcao objetivo, sujeito as restricdes do
problema;

+ aforma da funcao objetivo pode ser extremamente complexa, e
pode conter uma grande variedade de termos néo lineares, como

poténcias, raizes, fungdes trigonométricas, logaritmos, exponenciais, entre
outros. Além disso, a funcéo objetivo pode ser sujeita a restricdes

adicionais que devem ser satisfeitas.
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Para encontrar a solugdo 6tima de um problema de PNL, é
necessario utilizar técnicas de otimizacdo que permitam avaliar a funcao
objetivo em varios pontos do espaco de busca e encontrar a solucdo que
minimiza ou maximiza a funcéo objetivo sujeita as restricdes do problema.
Isso pode ser feito através de métodos como o método do gradiente, o
método de Newton, o método de Quasi-Newton, entre outros.

5.2.2 Variaveis de decisdo na Programacédo Nao Linear

As variaveis de decisdo na programacdo nao linear sdo as
variaveis que representam as quantidades que podem ser ajustadas ou
alteradas pelo tomador de decisdo, com o objetivo de otimizar a funcéo
objetivo do problema. Essas varidveis podem ser continuas, discretas ou
mistas, dependendo da natureza do problema em questao.

No caso de problemas de programacéo nao linear continua, sdo
geralmente representadas por valores continuos, ou seja, numeros reais. Por
exemplo, ao otimizar-se a producdo de uma fabrica, as variaveis de decisao
podem incluir o nimero de unidades produzidas de cada produto, a
quantidade de matériaprima utilizada, a quantidade de horas trabalhadas,

entre outras.

JA4 em problemas de programacdo ndo linear discreta, as
variaveis de decisdo sao representadas por valores discretos, ou seja,

ndmeros inteiros.

Exemplo de problema de programacao nao linear discreta é o
problema de roteamento de veiculos, em que as variaveis de decisdo podem
ser o numero de veiculos a serem utilizados, as rotas percorridas por cada

veiculo, a ordem de visitacdo de cada cliente, entre outras.
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Por fim, em problemas de programacao nao linear mista, as
varidveis de decisdo podem ser tanto continuas quanto discretas. Por
exemplo, em um problema de planejamento da producdo de uma fabrica, as
variaveis de decisdo podem incluir tanto o namero de unidades produzidas
de cada produto (variavel continua), quanto a escolha de quais maquinas
devem ser utilizadas para a producdo (variavel discreta).

A escolha correta das variaveis de decisdo € fundamental para
a resolucdo adequada de um problema de programacéao nao linear, uma vez
gue a qualidade da solucéo encontrada depende diretamente da forma como

as variaveis sao definidas e manipuladas.
5.2.3 RESTRICOES NA PNL

As restricdes na programacao néao linear séo limitagcdes que
devem ser levadas em consideracao durante a otimizacao da fungéo obijetivo,
uma vez que elas definem as condicdes e limites que devem ser atendidos
pela solucdo oOtima. As restricbes podem ser lineares ou nao lineares,
continuas ou discretas, e podem envolver tanto as variaveis de decisao

quanto as constantes.

As restricfes lineares sdo aquelas que podem ser expressas
como uma combinacao linear das variaveis de decisdo e das constantes, ou
seja, a soma ponderada dessas quantidades. Um exemplo de restricdo linear
seria a limitacdo do uso de uma determinada matéria-prima na producao de
um produto, que pode ser expressa como uma combinacdo linear da

guantidade utilizada da matéria-prima e do numero de unidades produzidas.
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As restricdbes nao lineares, por outro lado, ndo podem ser
expressas dessa forma e podem ter formas mais complexas, como restricoes
de igualdade ou desigualdade, restricbes de ordem, restricoes
trigonométricas, entre outras. Um exemplo de restricdo nédo linear seria a
limitacdo da capacidade de armazenamento de um tanque, que pode ser
expressa por uma restricdo de desigualdade nao linear relacionando a
quantidade armazenada e o tempo decorrido.

As restricdes continuas sao aquelas que envolvem variaveis de
decisdo continuas, enquanto as restricdes discretas envolvem variaveis de
deciséo discretas. Por exemplo, em um problema de alocacéo de recursos,
uma restricdo continua pode limitar a quantidade total de recursos
disponiveis, enquanto uma restricdo discreta pode limitar o nUmero maximo

de recursos a serem alocados a cada atividade.

A escolha correta e a formulacdo adequada das restricdes séo
fundamentais para a obtencdo de uma solucdo 6tima para um problema de
programacdo nao linear, uma vez que elas podem influenciar
significativamente a complexidade do problema e a qualidade da solucdo

encontrada.
53 MINIMIZACAO UNIDIMENSIONAL

A minimizacdo unidimensional € um método numérico para
encontrar o minimo de uma funcdo de uma Unica variavel, que consiste em
encontrar o valor minimo da funcéo ao longo de uma Unica dimensao, ou seja,
ao longo de uma reta. Para exemplificar buscaremos no exemplo a seguir,
otimizar o custo da matéria prima utilizada em um determinado tipo de

embalagem:

Exemplo: Otimizagdo o custo da matéria prima utilizada em um

determinado tipo de embalagem — medidas 6timas de uma caixa.
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Uma empresa metalUrgica produz caixas para uma fabrica de
biscoitos. Cada caixa que ndo tem tampa metélica deve ter um volume

maximo, utilizando uma chapa metalica com tamanho determinado (Fig. 1).

Figura 9 - Medidas da chapa metalica.

X X
¥ X
20cm
X X
X 30cm x

Fonte: elaborada pelos autores.

Sendo assim, deve-se encontrar os valores de x que devemos

retirar, para que o volume maximo seja encontrado. Ou seja (Fig. 2)

Figura 10 - Medidas das dimensdes da caixa.

X 20— 2x

30 — 2x

Fonte: elaborada pelos autores.

O volume da caixa sera dado pela funcao:
V(x) = x(30 — 2x)(20 — 2x)
V(x) = x(600 — 40 x — 60x + 4x?)

V(x)=4x3-100 x? +600x

V max 4x3 - 100x2 + 600x Sujeito a:

0<x <10
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Ja com o problema modelado, podemos resolvé-lo de duas
maneiras diferentes: a forma grafica (visto que ha apenas uma variavel), e

pelos conceitos de derivagao.

Derivando a funcéo objetivo, temos que:
V'@ =12x%2—200x + 600

Encontrada a primeira derivada da funcao, iguala-se a 0 para
gue se encontre suas raizes. Observe gue se trabalha agora com uma funcéo

quadratica, cujas raizes serao:

V'™ =12x2—200x + 600 =0
x1=12,74 e x2= 3,92

O valor obtido para x1 desvia-se das restricdes do problema,

sendo assim o valor que se enquadra no dado problema sera x2 = 3,92.

O valor 3,92 é um vértice da funcdo, mas isto ainda ndo se sabe
se é um valor de maximo, ou de minimo. Basta realizar as derivadas até que

a funcéo se torne um valor constante.

V" (x) = 24x — 200
V" (x) = 24

Como 24 é um valor constante e maior que zero: 3,92 € ponto
de maximo da funcao V(x) = 4x3 — 100x2 + 600x. Ou seja, o volume da caixa
sera:

V(3,92) = 4(3,92)3 — 100(3,92)2 + 600(3,92)
V' =1056cm3
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Visualizando graficamente o comportamento da funcéo, tem-se:

Figura 11 — Comportamento da fungéo

1000 A

800 A

600 -

V(x)

400 A

200 4

0 ® Méximo em (3.92, 1056.31)

0 2 4 6 8 10
X

Fonte: elaborada pelos autores.

Desta forma, conclui-se que o valor da medida do corte a ser
realizado, a fim de que a caixa possua um volume maximo dentro de suas

dimensdes é de x =3,92cm.
5.4PROGRAMACAO QUADRATICA

A programacédo quadrética (PQ) € uma técnica de otimizacgao
matematica que busca encontrar a solu¢do 6tima de um problema com uma
funcdo objetivo quadrética e restrices lineares ou néo lineares. Em outras
palavras, a PQ é um subcampo da programacdo ndo linear que lida

especificamente com problemas que envolvem func¢des quadréticas.

A funcéo objetivo em um problema de PQ pode ser expressa
como uma soma de termos quadraticos, e as variaveis de decisdo podem
aparecer com expoentes de até dois. As restricoes podem ser lineares ou nao
lineares, e o0 objetivo é encontrar o conjunto de valores das variaveis de
decisdo que maximizem ou minimizem a fungédo objetivo, respeitando as

restricdes impostas.
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A programacdo quadratica é amplamente utilizada em diversas
areas, como engenharia, economia, ciéncia da computacdo e fisica, entre
outras. Alguns exemplos de aplicacdes incluem problemas de controle de
processos, planejamento de producéo, alocagcédo de recursos, estimacéo de

parametros, andlise de dados e otimizacao de carteiras financeiras.

Existem diversos métodos para resolver problemas de PQ, tais
como os métodos: do gradiente; de Newton; de Quasi-Newton e o0 método de
pontos interiores, entre outros. A escolha do método depende do tamanho e
complexidade do problema, bem como das caracteristicas das restricdes e

da funcao objetivo os quais seréo suscintamente explicados a seguir.
5.4.1 METODO DO GRADIENTE

O método do gradiente € um dos mais simples e populares para
otimizag&o em problemas de programac&o nio linear. E um método iterativo que
busca minimizar uma fung&o objetivo através de um processo de atualizacdo das

variaveis de decisdo com base no gradiente da fungéo, da seguinte forma:

* Lembrando que o gradiente € um vetor que aponta na direcao de
maior crescimento da funcao objetivo, e seu oposto aponta na direcéo de

maior decréscimo, o método do gradiente utiliza o gradiente da funcéo
objetivo para atualizar iterativamente as variaveis de decisdo em direcéo ao
minimo da funcao;

» Parte de um valor inicial para as variaveis de decisdo e, em cada
iteracdo, calcula o gradiente da funcao objetivo em relacéo a essas
variaveis. Em seguida, atualiza as variaveis de decisdo em direcédo ao
minimo da fung&o ao longo da direcéo do gradiente, multiplicado por uma
constante de aprendizagem (chamada de tamanho do passo ou taxa de
aprendizagem). A taxa de aprendizagem € geralmente escolhida de forma a

garantir que as atualiza¢cdes ndo sejam muito grandes ou muito pequenas.
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O método do gradiente pode ser aplicado a problemas de
programacao nao linear com restricbes ou sem restricbes. Quando ha
restricbes, € comum utilizar um método de projecdo para garantir que as
atualizacbes das varidveis de decisdo permanecam dentro das restricdes
Impostas.

Uma das desvantagens do método do gradiente € que ele pode
convergir lentamente para o minimo global da funcéo objetivo, dependendo
da escolha do tamanho do passo e do ponto inicial. Além disso, 0 método do
gradiente pode ficar preso em minimos locais ou pontos de sela da funcéo
objetivo. Por isso, existem diversos métodos derivados do método do
gradiente que tentam superar essas limitagdes, como os métodos de Newton;

de Quasi-Newton e o0 método de gradiente conjugado.
5.5METODO DE NEWTON

A seguir, com base no objetivo deste trabalho, aprofunda-se
especificamente no Método de Newton e suas especificidades para resolucao

de problemas nao lineares.

O método de Newton tem as seguintes caracteristicas:

« E um método numérico utilizado para encontrar o0 minimo ou o

maximo de uma funcdo, em geral em problemas de programacédo néo
linear;

« E um método iterativo que utiliza informacées sobre a curvatura
da funcéo objetivo para determinar a diregéo de busca;

» Parte da aproximacao de que a funcao objetivo pode ser
aproximada por uma parabola em torno do ponto de busca atual, com a

curvatura da parabola sendo determinada pela segunda derivada da
funcao;

» Utiliza essa parabola para determinar a direcdo de busca e a
distancia a ser percorrida.
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A ideia € que o método de Newton possa convergir mais
rapidamente para o minimo global da funcédo objetivo do que o método do
gradiente, especialmente quando a funcéo objetivo € curva ou possui muitos

minimos locais.

Para aplicar o método de Newton, € necessario calcular a matriz
Hessiana, que é a matriz das segundas derivadas da funcédo objetivo em
relacdo as variaveis de decisdo. Em seguida, é possivel utilizar a matriz
Hessiana para determinar a direcdo de busca e a distancia a ser percorrida.
A direcéo de busca é dada pela solucao do sistema linear Ax = b, em que A
€ a matriz Hessiana, x é o vetor de direcdo de busca e b é o vetor de
gradiente. A distancia a ser percorrida é determinada utilizando um método
de busca de linha, que determina o tamanho do passo ao longo da direcéo

de busca.

Uma das desvantagens do método de Newton é que a matriz
Hessiana pode ser dificil ou custosa de calcular, especialmente para funcdes
objetivos mais complexas. Além disso, pode ndo convergir quando o ponto
inicial € muito distante do minimo global da funcdo objetivo ou quando a

matriz Hessiana nao € definida positiva.

Para superar essas limitagOes, existem diversas variagdes do
método de Newton, como os métodos de Quasi-Newton e o de Newton
Modificado. O método de Quasi-Newton aproxima a matriz Hessiana por uma
matriz de atualizacdo iterativa, enquanto o de Newton Modificado utiliza uma

matriz Hessiana modificada para garantir a convergéncia global.
5.5.1 MONOVARIADO

Método de resolucdo de equacbes nao lineares atraves da

linearizacdo a partir de uma condigao inicial arbitraria.
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A linearizagao é feita através da expanséo de f(x) = 0 pela série
de Taylor até o segundo termo.
Figura 12 - Linearizag&o a partir de uma condicao inicial arbitraria.
)

Fonte: elaborada pelos autores.

Aproximando a curva em azul de uma reta pode-se chegar ao

valor aproximado de x*.

x* =7
f(x)=0
f(x)=ax+b

Ao derivar f(x) e substituir o x por xo, obtém-se e a inclinacéo
da reta vermelha.
a= f'(xo)
b = f(x0) — f'(x0)xo0

Escrevendo a equacao da reta, tem-se:

f(0) = f'(xo)x + £ (x0) = f(x0)x0

Assim, a equacdo da reta em azul ficara:

f() = f(x0) + f'(x0) (x- X0)
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Calcular o valor de x* que zera a curva em vermelho:
0 = f(x0) + f"(x0) (- x0)
Dividindo toda expressao por f’(xo):

_ f(xq)

ZTeN

. f(xo)
TR 0y

x1 Sera o proximo valor de x .

Figura 13 — Representacdo do novo valor aproximado de x.

fx) £

Fonte: elaborada pelos autores.

Sendo assim, realiza-se 0 mesmo procedimento até que chegue
ao valor aproximado de x*. Finaliza-se o processo quando o valor de f(x) =

0.
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5.5.2 MULTIVARIADO

Um problema de otimizag&o multivariado refere-se a um tipo de
problema de otimizagdo em que ha varias variaveis envolvidas. Em vez de otimizar
uma Unica variavel, como em um problema de otimizagdo monovariado, um problema
de otimizag@o multivariado envolve encontrar os valores 6timos para varias variaveis
simultaneamente. Nesse caso:

Min g(xy,x) =0

dg(xy,x3)
#: 0 = fi(xy,%3)
dglxy,x;5)
#22: 0 = fr(x5,x3)

No problema monovariado, havia apenas uma Unica equacao que
linearizamos. Seguindo a analogia feita no item 5.5.1, tem-se:

afl(xl $ X2 ) afi[% » Xz )
filxn,x2) = filx,, x2) +  ax. " [xy — X19] + T [x; — x2,]
Xy dx,
afz(xl 1 Xz ) afz(h . Xz )
falxy,x) = fz(ﬂ'ﬁn,ng) + T ax. — [x1 —x15] +—— 0 [x2 — x2,]
X dx,

Observa-se que os valores ndo conhecidos séo atribuidos
somente a x1 € x2, com isso, tem-se um sistema de equacdes com duas
variaveis.

afl(xlu,xgn) Axy + dfi (xm: xzu)
0x4 dx;

afz(xlﬂrxﬂ,;) ﬂ_l’l + afz(xlﬂr x2|]) A
dxy dx,

filer,xz) — fi(xy, x2,) =

ﬂ.xg

Xg

f2(x1,%2)— f> [:xlﬂ, xzﬂ) -
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Simplificando ainda mais as equacoes:

a , ad ,
Ay, = fl(xlﬂ- Iza)&x n fl(xlu xzﬂ-)

A
ﬁxl 1 ﬂxg X2
afz(xluaxz ) afz(xl » X2 )
A — 0 A o 0 A
}'g ﬂxl xj- + ﬂxz xg
Escrevendo na forma matricial,
afl(xluaxzn) afl(xlﬂ.: xE.ﬂ.)
&}r ] 5‘1:2 ﬂII]
Ay, afz(xluaxzu) afz(xig: Izu) Axp

0x

Resolvendo o sistema, encontramos os valores de x1 e x2,
ressalta-se que

Ax; = x; — Xy Xy = Axq + X1,

Axy = X3 — X35 =~ Xo = Axy + X3,

Observa-se que séo conhecidos Ay1 e AY2 (valores numéricos
calculados a partir da condicdo inicial) e a matriz Jacobiana (calculada nos

pontos). Calcula-se os valores de Axi e Axz a partir da inversa da matriz
Jacobiana.

-1

ﬂfl(xlﬂ, Igo) ﬁf] (Ilu, XQG)

Ax,y _ dx4 dx, &yl]
Axy afz(xlgrxzn) af [:xluJ ng) Ayz
ﬂxl ﬂxz
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Existindo a matriz inversa, ao usar o algoritmo em Python

facilmente consegue-se calcular os valores. Sendo assim, generaliza-se:

of

ﬂ},r é‘xl

19f2

A —_—=

?’z = |9x;
Ay, :

Ldx,

9
ﬂxz
2}
dx,
Ofn

dx;

dfi]
dxp

of

dx,,

43

ax

n-

yXxi
ﬂxE_

Axy

58



R=LIMNAT uUniFACSF

Revista Eletrénica do Curso de Licenciatura em Matematica Centro Universitario Municipal de Franca

6 APLICACOES

Serdo apresentadas neste capitulo, algumas aplicacdes sobre

os temas abordados neste trabalho: Programacéo Linear e ndo Linear.

6.1 APLICACOES EM PROGRAMAGCAO LINEAR

Diante da necessidade de tomar a decisdo viavel, decisdo esta
que procura maximizar lucros e minimizar custo, optamos por fazer a
aplicacdo do conceito mateméatico em duas situacdes problemas.

12 aplicacéo: Producdo de moveis

Um fabricante de moveis deseja otimizar o planejamento de
producdo para maximizar seus lucros. A empresa produz dois tipos de
moveis: cadeiras e mesas. Cada mével requer diferentes quantidades de
madeira e méo de obra, e tem uma demanda e um lucro unitario associado.
A empresa tem uma quantidade limitada de madeira e horas de méo de obra

disponiveis. Segue os dados do problema:

- Cada armario requer 3 metros cubicos de madeira e 4 horas de

mao de obra. O lucro unitario por mesa € de R$500.
- Cada mesa requer 1 metro cubico de madeira e 2 horas de méo

de obra.
+ O lucro unitario por cadeira € de R$300.

- A empresa tem disponivel um total de 12 metros cubicos de

madeira e 16 horas de mao de obra.
- A demanda minima é de 2 mesas e 4 cadeiras.

Nesta situacdo problema envolvendo a construcdo de moveis
de madeiras opta-se por utilizar o método resolutivo simplex, pois sua
aplicacdo se torna viavel diante do problema apresentar apenas quatro
restricbes, assim segue a abaixo a solucdo seguindo todo 0 passo a passo

descrito na sec¢éo 4.3.
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Consideremos:

X = mesas
y = cadeiras

+ O primeiro passo é a modelagem do problema:

Funcéo Lucro: Max z = 500x + 300y
Funcéo Material: 3x +y <12
Tempo: 4x + 2y < 16
Demanda: x = 2
Demanda: y > 4

- Variaveis de folga:

Apos a modelagem adicionamos as variaveis de folga,

transformando as inequacfes em equacdes:
z—500x — 300y =0
3x+y+f; =12
4x +2y+ o =16
x+f3=2
yt+fa=4

- Construcao da tabela inicial:

Ao adicionarmos as variaveis de folga o préximo passo € a

confecgao da tabela inicial conforme indica a tabela 7
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Centro Universitario Municipal de Franca

z ‘ X1 X2 f1 f2 f3 f4 b
0 3 1 1 0 0 0 12
0 4 2 0 1 0 0 16
0 1 0 0 0 1 0 2
0 0 1 0 0 0 1 4
1 -500 -300 0 0 0 0 0

Fonte: elaborada pelos autores.

« Processos de interacao:

Apbs a confeccdo da tabela inicial, comeca os processos de

interacdes que ja foi visto na secao 4.4 (método pratico), onde foi realizado

um passo a passo da resolucdo. O processo de interacdes consiste em

trabalharmos com a linha, coluna e o elemento pivo, onde temos por objetivo

deixa a Ultima linha da tabela positiva:

z X, X5 fi f2 f3 fa b

Ly O 3 1 1 0 0 0 12

l- O 4 2 0 1 0 0 16

La 1 0 0 0 1 0 2

Ls 0 1 0 0 0 1 4

Ls -500 -300 0 0 0 0 0
Fonte: elaborada pelos autores.
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Lg'[— 3) + Ly
[(1,0,0,0,1,0,2)(— 3) + (3,1,1,0,0,0,12)] = (0,1,1,0,—3,0,6)
Ly(—4)+ L,

[(1,0,0,0,1,0,2)(—4) + (4,2,0,1,0,0,16)] = (0,2,0,1,—4,0,8)

L3(500) + Ls

[(1,0,0,0,1,0,2) (500) + (—500,—300,0,0,0,0,0)] = (0,—300,0,0,500,0,1000)

Tabela 9 — Nova linha e coluna e novo elemento pivo

Z Xy X3 f1 f2 fa fa b
Ly O 0 1 1 0 -3 0 6
L D 0 2 0 1 -4 0 8
L= 0 1 0 0 0 1 0 2
L+ 0 0 1 0 0 0 1 4
Ls 1 0 -300 0 0 500 0 1000

Fonte: elaborada pelos autores.
Ly(—1)+ Ly
[(0,1,0,0,0,1,4)(—1) + (0,1,1,0,-3,0,6)] = (0,0,1,0,—3,-1,2)
Le(—=2)+ L,
[(0,1,0,0,0,1,4)(—2) + (0,2,0,1,—4,0,8)] = (0,0,0,1,—4,-2,0)
Ls(300) + Lg

[(0,1,0,0,0,1,4)(300) + (0,—300,0,0,500,0,1000)] = (0,0,0,0,500,300,2200)
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Tabela 10 — Tabela com os valores positivos em L

z x, x, [ f2 fa fa b
Ly 0O 0 0 1 0 -3 -1 2
L 0 0 0 0 1 -4 -2 0
L= 0 1 0 0 0 1 0 2
L« 0 0 1 0 0 0 1 4
Ls 1 0 0 0 0 500 300 2200

Fonte: elaborada pelos autores.

O objetivo das interacdes era deixar a ultima linha ou a Ls com
valores positivos, sendo assim estabelecemos o critério de parada visto nas
secOes anteriores.

X1=2 e x2=4
Substituido os valores na funcéo objetivo:
Z max = 500x1 + 300x2
Z max = 500(2) + 300(4)
Z max = 2.200

Levando em consideracdo as limitacbes de recursos da
empresa, conclui-se que para 0 maximo lucro é viavel a construcao de 2
cadeiras e 4 mesas com suas respectivas cadeiras obtendo um lucro maximo
de R$ 2.200,00.
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22 aplicagao: Distribuigcdes de produtos

Uma empresa de distribuicdo possui trés fabricas (F1, F2 e F3)
que produzem um determinado produto. Esses produtos devem ser
distribuidos para quatro centros de distribuicdo (Ci, C2, C3 e Ca4). A
capacidade de producéo de cada fabrica e a demanda em cada centro de
distribuicdo sdo conhecidas. O objetivo € minimizar os custos de transporte
dos produtos, levando em consideracdo as capacidades e demandas.

Dados do problema:

— Capacidade de producéo nas fabricas:
F1: 200 unidades
F2: 300 unidades
F3: 150 unidades

— Demanda nos centros de distribuigéo:

C1: 120 unidades
C2: 180 unidades

Cs: 250 unidades
C4: 100 unidades
— Custo de transporte por unidade (em délares):
De F1 para C1: $4
De F1 para Cz: $5
De F1 para Cs: $6
De F1 para Ca: $8
De F2 para C1: $7
De F2 para Cz: $6

De F2 para Cs: $9
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De F2 para Ca: $5

De F3 para Ci1: $6

De F3 para Cz: $8

De F3 para Cs: $3

De F3 para Ca: $7
Modelagem do problema:

 Variaveis de decisao:

(xij): quantidade de produtos a serem transportados da fabrica F: para

o centro de distribuicédo C;.
e Minimizar:
4x11+ 5x12 + 6x13 + 8x14 + 7x21 + 6X22 + 9x23 + 5x24 + 6X31 + 8x32

+ 3x33+ 7x34

Sujeito a:
* Restricdes de capacidade de producéo:

x11 + x21 + x31 < 200
x12 + x22 + x32 < 300
x13 + x23 + x33 < 150
» Restricdes de demanda nos centros de distribuicao:
x11 + x12 + x13 + x14 = 120
x21+ x22+ x23 + x24 = 180
x31 + x32+ x33 + x34 = 250

X414 x42 + x43 + x44 = 100
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* Restricdes de nao negatividade:

xij = 0 (para todos osiej)

ApOs a modelagem o proximo passo € aplicar o modelo
resolutivo, sendo assim, neste problema optamos por aplicar o software
LINDO, pois os métodos algébricos se tornam inviaveis perante a quantidade
de variaveis presentes, portanto segue abaixo a resolugéo pelo software:

Figura 14 - funcéo objetiva e suas restricdes

Dizg|=HI8 :l=le/vxe=f] O RAB 28 2l

MIN

4¥11 + 5¥12 + 6¥13 + 8X14 + 7H21 + 6¥22 + 9X23 + 5X24 + 6¥31 + 8X32 +
3X33 + 7H34

SUBJECT TO

11 + X21 + ¥31 <= 200

X12 + X22 + ¥32 <= 300

X13 + X23 + ¥33 <= 150

11 + ¥12 + ¥13 + X14 = 120
H21 + ¥22 + ¥23 + X24 = 180
{31 + X32 + ¥33 + X34 = 250
41 + X42 + ¥43 + H44 = 100
ij »>= 10

Fonte: elaborada pelos autores.
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Figura 15 - Solucdo 6tima do problema

=3 = 1= =l =lal ©l =2am &8ss 2
LF OPTIMUM FOUND AT STEP s
OBJECTIVE FUNCTION VALUE
1) 2450.000
VARIABLE VALUE REDUCED COST
H11 120.000000 0.000000
H12 0.000000 0.000000
H13 0.000000 S. 000000
H14 0.000000 3.000000
X211 0.000000 3.000000
H22 0.000000 1.000000
H23 0. 000000 8.000000
X224 180 .000000 0.000000
H31 S0.000000 0.000000
X332 0.000000 1.000000
H33 150.000000 0.000000
34 20 . 000000 0. 000000
41 100.000000 0.000000
42 0.000000 0.000000
H43 0.000000 0.000000
H44 0.000000 0.000000
HIJ 0.000000 0.000000
ROW SLACK OR SURPLUS DUAL PRICES
2) 0.000000 1.000000
3) 300.000000 0.000000
4 0.000000 4 000000
5 0.000000 —S.000000
6) 0.000000 —S . 000000
7 0.000000 —7.000000
8) 0.000000 0.000000
9) 0.000000 0.000000
HO. ITERATIOHS= S

Fonte: elaborada pelos autores.

ApoOs a aplicacdo do problema no software encontramos a
solucéo viavel, $2.450,00, para a confirmar se a solugdo viavel € a solugcéo

Otima, basta substituir os valores de x;; na funcao obijetivo.

dxyy + 5xy2 + Bxyg + Bxyy + Txoy + 6x03 + 9xa3 + 5Bxpy + 6Bxgy + Bag,
+ 3x33 + Tx34
4(120) + 5(0) + &(0) + 8(0) + 7(0) + 6(0) + 9(0) + 5(180) + 6(80) +
3(150)+ 7(20) = 480 + 0+ 0+ 0 + 0 + 0 + 0 + 900 + 480 + 450 + 140

= 2.450,00

Apbs a substituicdo das variaveis na fungéo objetivo obtemos o
mesmo valor encontrado no software, sendo assim a solugéo viavel também

€ a solucéo otima.
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6.2 APLICACOES EM PROGRAMACAO NAO LINEAR

Para resolucdo de problemas com fungbes objetivos e
restricbes nao lineares sdo apresentadas trés aplicagcbes que envolvem o
Método de Newton. sobre o método de resolucdo de Newton, considera-se o
seguinte passo a passo de resolucdo e posteriormente € aplicado em um
problema de otimiza¢do de uma funcdo quadratica ndo linear. Para resolucéo
de problemas com funcbes objetivos e restricbes néo lineares sé&o

apresentadas trés aplicacées que envolvem o Método de Newton.
6.2.1 METODO DE RESOLUCAO DE NEWTON
Min f(x) = ax?2+bx +c

Neste caso, para encontrar o valor de x que minimiza a funcéo
f(x), utiliza-se o método de Newton para encontrar 0 minimo/maximo local
dessa funcéo.

Passo 1: Definir a funcéo objetivo: f(x) = ax?+ bx+c¢
Passo 2: Calcular a derivada primeira: f'(x) =ax+ b

Passo 3: Calcular a derivada segunda: f'(x) = a

Passo 4: Inicializar o valor de x e os parametros: Escolha um ponto de
partida inicial, por exemplo, xo = 0. Defina a tolerancia, por exemplo,

£ = 0.001, para verificar a convergéncia.

Passo 5: Iterar até a convergéncia: Utilize o método de Newton para
iterar e atualizar o valor de x até atingir a convergéncia. A iteracdo pode ser

realizada da seguinte forma:

f[:xk]

Y41 = X _f"[:l’k:]'
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Apbs as realizagOes verifique se a diferenca entre xk+ 1 € xx €

menor que a tolerancia (|xr+1 — xx| < £ ). Se a condigéo for satisfeita, a

convergéncia foi alcancada.

Passo 6: Verificar a validade da solucdo encontrada: Verifigue se a
solucéo encontrada € um minimo/maximo local valido. Nesse caso, como
a funcado é quadrética, sabe-se que o minimo/ méximo ocorre no vértice da
parabola, e a segunda derivada é sempre positiva/negativa (f''(x) =a >0
ou f"'(x) = a <0, respectivamente). Portanto, a solugdo encontrada é um
minimo/maximo local vélido. Usando o método de Newton, as iteracdes

convergirao para esse valor de minimo/méaximo local.

E importante observar que o método de Newton pode nio
convergir se a funcdo ndo for bem-comportada ou se o ponto de partida
inicial estiver muito longe do minimo/ méaximo. Nesse caso, é necessario

fazer uma andlise cuidadosa e verificar a convergéncia.

32 aplicacdo: Programacdo nao linear - Problema simples usando o

método de Newton um uma funcéo objetivo de grau 2.

A sequir, aplica-se o Método de Newton em um problema
simples de programacédo nao linear com o objetivo de minimizar a funcao:
Min f(x) =x2—4x+3

Passo 1: Definir a fungéo objetivo: f(x) = x2—4x + 3

Passo 2: Calcular a derivada primeira: f'(x) = 2x — 4

Passo 3: Calcular a derivada segunda: f"'(x) = 2

Passo 4: Inicializar o valor de x e 0s parametros: ponto de partida inicial, xo

= 0. Tolerancia, £ - 0.001, para verificar a convergéncia.
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Passo 5: Iterar usando o método de Newton.

- Na iteracdo k, o novo ponto xk+1 € dado por:

_ f(xk)

et = T i)

Calcule f(xk) e f'(xk) usando os valores atuais de xk. * Repita as
iteracOes até que a condicdo de parada seja alcancada.

Iteracdo 1:

« x0=0
© f(x0)=f(0)=(0)2-4(0)+3=3
« f'(x0) = f'(0) =2(0) —4=—4

Aplicando a formula do método de Newton:

fxg) _ _i_
FGo =050

.'1'-]_ = xD -
Iteracéo 2:
- x1 =0.75

« f(x1) = £(0.75) = (0.75)2 - 4(0.75) + 3 = 1.0625 - 3 + 3 = 1.0625
. fx1) = f(0.75) = 2(0.75) —4 =15 -4 = -2.5

Aplicando a férmula do método de Newton:

f(xo) _ _i_
et

Xy = Xp—
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Iteracao 3:

- x2=1.175
. f(x2) = f(1.175) = (1.175)% - 4(1.175) + 3 = 1.381 -
4.7 +3=-0.319

- f(x2) = f(1.175) = 2(1.175) - 4 = 2.35 - 4 = —1.65

Aplicando a férmula do método de Newton:

| ~0.319
Fz) g5

5 — =1.175— 0.193 = 0.982
= frxg) —1.65

Xz = X

Verificando o critério de parada
|x3 — x2| < 0.01
|0.982 - 1.175| = |-0,193| > 0.01
Iteracéo 4:

. x3=0.982
- f(x3) = £(0.982) = (0.982)2 - 4(0.982) + 3 = 0.964 —
3.928 + 3= 0.036

. f'(x3) = £1(0.982) = 2(0.982) - 4 = 2.736 - 4 = -2.036

Aplicando a férmula do método de Newton:

' 0.982
f(xa.]' 98

—xy =13, = 0982 + 0475 = 1.457
= TR —2.036
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Verificando o critério de parada
|xa — x3| < 0.001

[1.457 - 0.982| = |0.475| > 0.001

O processo de iteracado continua até o valor do critério de parada
ser atingido. Deve-se atentar de que a escolha do ponto inicial e a definicao
adequada da condicdo de parada sao importantes para obter uma solucéo

precisa.

42 aplicacdo: Programacédo nao linear - Problema simples usando o método
de Newton em um sistema nao linear monovariado utilizando algoritmo em

linguagem Python.

Resolvendo a equacéo néo linear: f(x) =10 - x*
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Figura 16: Resolugcdo do problema monovariado utilizando algoritmo em
linguagem Python

° import numpy as np

#definindo uma tolerancia
tol = 0.1

x = list ()
condicao_inicial = 20

=
x.append(condicao_inicial)
#
f =10 - x[-1]**a
iter = o
while np.abs(f)> tol:
f =10 - x[-1]**4
fl = -4*x[-1]**3
novo x = x[-1] - f/fl
x.append(novo_x)
f =10 - x[-1]**a
iter += 1
print(f'Namero de itera¢des foi de: {iter}')

print(f'o valor de x é: {x[-1]}")
print(f'0 valor de f(x) é: {10-x[-1]**4}")

Numero de iteracdes foi de: 11
0 valor de x é: 1.7783271005969394
0 valor de f(x) é: -0.0010727780180399549

Fonte: elaborada pelos autores.

Conclui-se entdo que foram realizadas 11 iteracdes para chegar
no valor x desejado ou seja x = 1.7783271005969394 e que substituido na
funcéo f(x), encontra-se o valor f(x) = —0.0010727780180399549.

52 aplicacao: Resolucéo de equacgdes néo lineares utilizando algoritmo em

linguagem Python
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Resolver o seguinte sistema de equac¢des néo lineares:

.le +X1.'x.'2 =1
{2:{': + x1x2 = _l

Resolucéao:

Na seguinte aplicacdo, busca-se encontrar os valores que

satisfagcam o sistema de equacdes nao lineares proposto, por meio de um

algoritmo desenvolvido no “Google Colaboratory” em linguagem de

programacao Python.

Figura 16: Resolu¢do do problema multivariado utilizando algoritmo em

linguagem Python

E

#Definindo delta y
delta_y = b - sistema.subs({x1: solucao[-1][@], x2: solucao[-1][1]})

while np.max(np.abs(delta_y)) > tolerancia:
jacobiano = sistema.jacobian(x)
jacobiano = jacobiano.subs({x1: solucao[-1][@8], x2: solucao[-1][1]})
#Calculando delta x
delta_x = np.matmul(jacobiano.inv(), delta_y)
delta_x = np.array(delta_x, dtype = float)
novo_x = np.transpose(delta_x) + np.array(solucao[-1])
solucao.append([novo_x[©] [@], novo_x[@8] [1]])
delta_y = b - sistema.subs({x1: solucao[-1][@], x2: solucao[-1][1]})
iter += 1

print(f'Ndmero de Iteracdes: {iter}')

print(f'Solucdo Final - x1: {solucao[-1] [©]}')

print(f'Solucdo Final - x2: {solucao[-1] [@]}")

Nimero de Iteracdes: 13
Solucdo Final - x1: 1.0008138020833492
Solucdo Final - x2: 1.0008138020833492

Fonte: elaborada pelos autores.

Como pode ser observado, apos a realizacéo de 13 iteracdes,

o algoritmo desenvolvido apresenta a solucdo final x1 =
1.0008138020833492 e x2 = 1.0008138020833492.
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Durante todo processo de aplicacdo nos problemas
desenvolvidos, observa-se a praticidade e a eficiéncia de cada método
resolutivos dos problemas de Programacéo Linear e nao linear. Cada
ferramenta possui suas especificidades validando-se para cada tipo de
aplicacéo. Verifica que o conhecimento e o uso eficientes dos métodos

contribuem para a buscas das solu¢fes 6timas.
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7 CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho exploramos a area da Pesquisa Operacional
(PO), com foco em algumas técnicas de Programacédo Linear (PL) e Nao

Linear (PNL), e suas aplicacGes em diversos contextos.

A PL revelou-se uma ferramenta poderosa para resolver
problemas de otimizacdo com relacdes lineares entre as variaveis. Por meio
de métodos eficientes, como o método Simplex e outros, é possivel encontrar
solucbes otimas de forma rapida e precisa. Essa abordagem tem sido
amplamente utilizada em areas como logistica, producdo, financas e
transporte, fornecendo insights valiosos para tomadas de decisao

estratégicas.

A medida que se avanca em direcdo a um mundo cada vez mais
complexo e interconectado, a Pesquisa Operacional, juntamente com as
técnicas de Programacéo Linear e N&o linear, tem capacidade de otimizar

recursos, minimizar custos e maximizar resultados.

Por outro lado, a Programacédo N&o Linear permite lidar com
problemas mais complexos, nos quais as funcdes objetivo e as restricdes sdo
nao lineares. Embora esses problemas possam apresentar desafios
adicionais devido a falta de solucbes analiticas diretas, métodos numeéricos,
como o0s métodos de gradiente, Newton, quase-Newton, oferecem
alternativas para encontrar solucées aproximadas. Tem sido aplicada com
sucesso em areas como engenharia de processos, economia, energia e
pesquisa de operacgbes, contribuindo para a melhoria de processos, a

otimizagdo de recursos e a maximizagéo de resultados.
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E importante ressaltar que tanto a programacao linear quanto a
ndo linear sdo ferramentas flexiveis e verséateis, que combinadas com
técnicas estatisticas, simulacéo e andlise de sensibilidade, tais abordagens
podem fornecem insights valiosos e embasamento para a tomada de
decisdes informadas adaptaveis a uma ampla variedade de problemas e
cenarios, além de impulsionar o progresso em diversos setores, ao promover
eficiéncia, sustentabilidade e inovacgdo, representa uma area de estudo
dindmica e relevante, com aplicacdes que vado desde a logistica até a
economia e ao abrir caminho para aprimoramentos continuos em processos
e tomada de decisdes, desempenha um papel fundamental na solucdo de

problemas desafiadores.

Compreender e dominar essas técnicas é essencial para
profissionais que desejam contribuir para o desenvolvimento de solu¢cdes

eficazes e eficientes em um mundo cada vez mais complexo e competitivo.
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