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RESUMO

Com o intuito de apresentar algumas aplicacbes de autovalores e autovetores, este
trabalho aborda a estrutura, funcionamento e alguns tipos de modelos estocasticos.
Descreve também, a funcdo de eventos probabilisticos e como se calcula, por meio de
matrizes de transi¢cdo, a ocorréncia de futuros eventos em determinado tempo discreto.
O estudo engloba aplicacbes de autovalores e autovetores em Cadeias de Markov, para
encontrar a distribuicdo estacionaria, que representa as probabilidades de longo prazo de
estar em cada estado do sistema; em problemas de crescimento populacional, onde séo
usados para entender como as populacdes de diferentes espécies evoluem ao longo do
tempo; no PageRank, em que o autovetor associado ao maior autovalor ajuda a
determinar a importancia relativa das paginas na web e identificar a centralidade em redes
de transporte por meio de Hubs Logisticos, aqueles que tém conexdes mais significativas
na rede aérea. Autovalores e autovetores sdo conceitos matematicos essenciais que tém
uma ampla gama de aplicacdes em diversas areas, incluindo analise de sistemas de
Cadeias de Markov, modelagem de Crescimento Populacional, classificacdo de paginas
da web no PageRank, identificacdo de Aeroportos Hub em sistemas de transporte aéreo
e outros, permitindo compreender a dindmica, estabilidade e importancia de diferentes
elementos em sistemas complexos.
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ABSTRACT
In order to present some applications of eigenvalues and eigenvectors, this
paper discusses the structure, functioning and some types of stochastic models.
It also describes the function of probabilistic events and how the occurrence of
future events in a given discrete time can be calculated using transition
matrices. The study includes applications of eigenvalues and eigenvectors in
Markov Chains, to find the stationary distribution, which represents the long-
term probabilities of being in each state of the system; in population growth
problems, where they are used to understand how populations of different
species evolve over time; in PageRank, where the eigenvector associated with
the largest eigenvalue helps to determine the relative importance of web pages
and to identify centrality in transportation networks by means of Logistics Hubs,
those with the most significant connections in the air network. Eigenvalues and
eigenvectors are essential mathematical concepts that have a wide range of
applications in various areas, including analysis of Markov Chain systems,
Population Growth modeling, PageRank ranking of web pages, identification of
Hub airports in air transport systems and others, allowing us to understand the
dynamics, stability and importance of different elements in complex systems.

Keywords: Eigenvalues. Eigenvectors. Markov chains. PageRank. Logistic
Hubs.
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1 INTRODUCAO

Autovalores e autovetores séo conceitos fundamentais na teoria
de matrizes e algebra linear. Um autovalor, representado por A, de uma matriz
A é um escalar que satisfaz a equacdo Av’ = Av’, onde v é um autovetor
associado a A. O autovetor € uma coluna ndo nula da matriz que é
multiplicada por A, resultando em um estiramento ou rotacéo pelo fator A.
Neste trabalho, sé@o investigadas vérias propriedades por meio do célculo de
autovalores e autovetores de matrizes. Ao considerar uma matriz quadrada,
um autovalor A real é associado a um autovetor v~ # 0 se a multiplicagdo Av”
resulta em Av”, e o calculo deste autovalor pode ser realizado através das

raizes do polinbmio caracteristico.

Esses conceitos tém aplicagcbes abrangentes em diversos
campos da Fisica, Matematica, Engenharia, Ciéncia da Computacao, entre
outros. Em que os autovalores e autovetores séo aplicados em:

* Analise de sistemas dinamicos, estudam a estabilidade e a evolucdo
temporal de sistemas dinamicos;

» Fisica quantica, representam os estados quanticos do sistema;

* Aprendizado de maquina, sao empregados na reducdo de
dimensionalidade de dados e na visualizagcédo de padrbes em conjuntos de
dados;

* Processamento de imagens, sao utilizados na analise de componentes
principais (PCA), uma técnica para a extracao de caracteristicas relevantes
de imagens;

e Outros.
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Neste trabalho séo abordados:
+ Modelagem matematica, que consiste um processo dinamico para
validar e modelos matematicos apresentado usando termos familiares,
como expressdes numéricas, formulas, diagramas, gréficos,
representacbes geomeétricas, equacdes algébricas, tabelas, programas
computacionais, entre outros.
+ Cadeias de Markov, onde os autovalores e autovetores séo usados para
encontrar a distribuicdo estacionaria, que representa as probabilidades de
transicdo de estados em um sistema que muda com o tempo. Os
autovetores representam as distribuicbes de probabilidade estaveis,
enquanto os autovalores indicam as taxas de convergéncia para o0
equilibrio;
* Modelos de crescimento populacional, os autovalores e autovetores
podem ser usados para analisar o comportamento a longo prazo de uma
populacdo. Os autovalores indicam as taxas de crescimento ou declinio,
enquanto 0s autovetores representam as distribuicbes estaveis da
populacédo ao longo do tempo;
+ PageRank do Google, os autovalores e autovetores sao usados para
classificar paginas da web com base em sua relevancia. Os autovetores
representam a importancia relativa das paginas, e os autovalores indicam
o grau de influéncia de cada pagina;
* Hubs Logisticos, sdo locais determinados pelas empresas de forma
estratégica para facilitar a redistribuicdo de mercadorias. Trata-se de um
processo bastante verséatil e que traz beneficios para todos o transporte em
diferentes tipos de setores, como o rodoviario, o hidroviario e o ferroviario.
Mais especificamente em Aeroportos Hub, os autovalores e autovetores
podem ser aplicados para identificar a centralidade dos aeroportos na rede
de transporte aéreo. Os autovetores podem revelar quais aeroportos

desempenham um papel crucial na conectividade da rede.
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Os autovalores e autovetores sdo ferramentas poderosas e
versateis para analisar sistemas dinamicos, como Cadeias de Markov,
modelar o crescimento populacional, identificar a centralidade em redes de
transporte, classificar paginas da web e outros, ajudando a entender o
comportamento de sistemas complexos e a tomar decisdes informadas em

uma variedade de aplicacoes.
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2 MODELAGEM MATEMATICA

A Modelagem Matemética € um processo dindmico utilizado
para a obter e validar modelos matematicos. E uma forma de abstracdo e
generalizacdo com a finalidade de previsédo de tendéncias. Consiste, em sua
esséncia, em transformar situacdes da realidade em problemas matematicos
cujas solucbes devem ser interpretadas na linguagem usual (BASSANEZI,
2014).

Figura 1 — Esquema simplificado sobre Modelagem Matemética

Formalizagao

Mundo
Matematico

Interpretacao

Fonte: BASSANEZI, 2014

A estatistica desempenha um papel importante na sociedade
moderna, pois fornece ferramentas para analisar variaveis de diferentes
perspectivas, verificar possiveis relacbes por meio de pesquisas e
experimentos e, assim, fornecer um caminho coerente e direto para possiveis

decisoes.

Como meétodo cientifico, alguns pontos que podem ser
relevantes: estimular novas ideias e técnicas experimentais; dar informacdes
em diferentes aspectos dos inicialmente previstos; um método para fazer
interpolacao, extrapolacao e previsdes; sugerir prioridades de aplicacbes de
recursos e tomada de deciséo; preencher lacunas onde existem falta de
dados experimentais; recurso para entender melhor a realidade; e linguagem
universal para compreensdo e entrosamento entre pesquisadores em
diversas areas de conhecimento (BASSANEZI, 2014).
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De acordo com Biembengut e Hein (2014), quando se fala em
modelagem, vem a mente a imagem de um escultor habilidoso trabalhando
com argila para dar forma a um objeto. Esse objeto € considerado um modelo.
O escultor utiliza recursos como argila, técnicas, intuicdo e criatividade para
criar seu modelo, que certamente representa algo, seja algo real ou fruto da
imaginacdo. De acordo com o Diciondrio da lingua portuguesa, o termo
"modelo” refere-se a uma representacao de algo, como uma maquete, ou um
padrdo ou ideal a ser alcancado, como uma pessoa, ou ainda um tipo

especifico pertencente a uma série, como um modelo de carro.

A elaboracdo de modelos para compreender os fendmenos
naturais e sociais € uma caracteristica intrinseca do ser humano, que sempre
recorreu a modelos tanto para se comunicar com outros individuos quanto
para planejar acdes. Nesse sentido, a modelagem é um processo que surge
da propria razdo e desempenha um papel fundamental em nossa vida,

servindo como meio de construcdo e expressédo do conhecimento.

Existem diversas situacbes no mundo real que podem
apresentar problemas que exigem solucfes e decisBes. Alguns desses
problemas envolvem fatos matematicos relativamente simples, requerendo o
uso da Matemética. Independentemente do caso, a resolugdo de um
problema, especialmente quando envolve quantificagdo, necessita de uma
formulacdo matematica detalhada. Nessa perspetiva, o conjunto de simbolos
e relacbes matematicas que buscam representar, de alguma forma, um

fenbmeno ou uma situagao real é denominado modelo matematico.

“Na ciéncia, a nogao de modelo é fundamental. Em especial a
Matematica, com sua arquitetura, permite a elaboracdo de
modelos matematicos, possibilitando uma melhor compreenséo,
simulagédo e previsdo do fendmeno estudado” (BIEMBENGUT;
HEIN, 2014, p.12).
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Um modelo pode ser apresentado usando termos familiares,
como expressdes numéricas, formulas, diagramas, graficos, representacdes
geomeétricas, equacodes algébricas, tabelas, programas computacionais, entre
outros. No entanto, € importante ressaltar que quando um modelo é proposto,
ele é baseado em aproximacdes que nem sempre correspondem a realidade,
mas séo utilizadas para obter uma melhor compreenséo de um fendmeno.
Mesmo assim, um modelo matemético retrata, de forma simplificada,
aspectos da situacdo em estudo (BIEMBENGUT; HEIN, 2014).

A modelagem matemética € um processo que requer a criacao
de um modelo. Nesse contexto, o modelador ndo apenas precisa ter
conhecimento em matemética, mas também uma dose significativa de
intuicdo e criatividade para interpretar o contexto e determinar qual contetdo
matematico se adapta melhor. Além disso, é importante ter um senso ludico
para explorar as variaveis envolvidas de forma adequada. Dessa maneira, 0
processo de modelagem matematica envolve tanto habilidades técnicas

guanto habilidades interpretativas e criativas.

“A elaboragdo de um modelo depende do conhecimento
matemético que se tem. Se o0 conhecimento matematico se
restringe a uma matematica elementar, como aritmética e/ou
medidas, o modelo pode ficar delimitado a esses conceitos.
Quanto maior o conhecimento matematico, maiores serdo as
possibilidades de resolver questfes que exijam uma matematica
mais sofisticada. Porém o valor do modelo nédo esta restrito a
sofisticacdo matematica” (BIEMBENGUT; HEIN, 2014, p.12).

Segundo Biembengut (2014), por meio da modelagem
matematica espera-se: incentivar a pesquisa; promover a habilidade de
formular e resolver problemas; lidar com tema de interesse; aplicar o
conteudo matematico; desenvolver a criatividade; enfatizar a importancia da

Matematica na formacéo do aluno.
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A modelagem matemaética, é uma arte que ao formular, resolver
e elaborar expressdes que valham ndo apenas para uma solucéo particular,
mas que também sirvam como suporte para outras aplicacdes. Atualmente
usada em toda ciéncia, tem contribuido para a evolu¢do do conhecimento

humano.
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3 AUTOVALOR E AUTOVETOR

Os autovalores e autovetores possuem importancia devido as
suas caracteristicas peculiares. A ideia subjacente teve origem no estudo do
movimento rotacional e posteriormente foi aplicada na classificacdo de
diferentes tipos de superficies, além de descrever solu¢gbes de equacdes
diferenciais especificas. No inicio do século XX, essa ideia foi estendida para
matrizes e transformacdes matriciais, e atualmente possui aplicacbes em
diversas éareas, tais como computacéao grafica, vibracdes mecanicas, fluxo de
calor, dindmica populacional, mecéanica quéantica e até mesmo economia
(ANTON, Howard; RORRES, Chris, 2012, p.295).

Dado um espaco vetorial ¥V, um vetor ndo nulo v em V é
chamado de autovetor de uma transformagcéao linear T se ele permanecer na
mesma direcdo, apenas mudando de tamanho, quando aplicamos T a ele.
Em outras palavras, se existe um nimero escalar 4 tal que T(v) = Av, entdo v

é um autovetor de T e 1 é o autovalor correspondente a .

T é uma transformacao linear que mapeia vetores em V para
outros vetores em V. O autovalor 1 € um numero escalar que indica o fator
pelo qual o autovetor é esticado ou comprimido pela transformacédo. Em
termos geométricos, o autovetor € um vetor que ndo muda de dire¢cao quando

passa pela transformacao linear T, apenas seu comprimento € alterado.

Pode-se expressar arelacao entre T , A ev - através da equacao
matricial: AU = A7, onde A é a matriz associada a transformacéo linear T. A
matriz Aé chamada de matriz de transformacdo ou matriz de representacao
de T. Os autovetores sdo importantes porque fornecem uma base para o

espaco vetorial V que é preservada pela transformacéo linear T.
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Um autovalor é o valor escalar 4 que satisfaz a equagéo Av =
Av. Em outras palavras, é o valor pelo qual um autovetor é esticado ou
comprimido pela transformacédo linear T representada pela matriz A. A
equacdo Av’ = Av” pode ser reescrita como (Av° — AI) = 0 onde | é a
matriz identidade. Essa equacao € chamada de equacéao caracteristica de A

e é fundamental para encontrar os autovalores.

Resolver a equagao caracteristica envolve encontrar os valores
de 1 que tornam a matriz (Av" — A1) singular, ou seja, com determinante
igual a zero. A partir disso, obtem-se os autovalores. ApOs encontrar 0s
autovalores, pode-se resolver a equacdo (Av" — 4I) = 0 para encontrar os
autovetores correspondentes, lembrando que os autovetores ndo nulos séo

vetores que satisfazem a equacéo.

DEFINICAO 1: Se A for uma matriz n x n, entdo um vetor n&o nulo % em R" é
denominado autovetor de A (ou operador matricial Ta) se ¥ A for um multiplo
vV escalar de, isto é,
AV = N\

com algum escalar A. O escalard , denominado autovalor de A (ou de Ta), e diz-se
que v é um autovetor associado a A.

Deve-se impor a exigéncia de que o autovetor devera ser ndo
nulo para evitar o caso irrelevante A0 = 10, que vale para quaisquer A e 4,

em que 0 é a matriz
0 .. 0
0=|: ™~
nula, entéo, 0 .. 0l.
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Além disso, é importante observar que para encontrar 0S
autovalores de A, observe que a equacdo Av” = Av” pode ser reescrita como

Av’ =Alv’, em que In é a matriz identidade de ordem n, entdo,

1 .. 0
In=1{: 1 :
0o .. 11

Av’ = vl -Av =0

Ressaltando que, para A1 ser um autovalor de A, essa equacgao
deve possuir alguma solugdo ¥ ndo nula. Entretanto, isso ocorre se, e
somente se, a matriz de coeficientes Al - Atem determinante nulo. Sendo

assim, tém-se:

TEOREMA 1: Se A for uma matriz n x n, entdo A € um autovalor de A se, e somente
se, A satisfaz a equacao
det (Al - A) = 0

Essa equacédo é chamada de equacéo caracteristica ou de polindmio caracteristico
de A.

DEFINICAO 2: Definimos como multiplicidade algébrica do autovalor A como
sendo o0 numero de vezes que A aparece como raiz do polindbmio caracteristico
p(1). E a multiplicidade geométrica de 2 como sendo a dimensédo do

subespaco vetorial S;.

A multiplicidade geométrica é um conceito importante na teoria
de autovalores e autovetores de matrizes. Ela se refere & dimensdo do
espaco vetorial que é gerado pelos autovetores correspondentes a um
determinado autovalor. Em outras palavras, a multiplicidade geométrica
indica quantos autovetores linearmente independentes estdo associados a

um autovalor especifico.
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Passos para encontrar a multiplicidade geométrica de um
autovalor:
e Calcule os Autovalores: Primeiro, encontre todos os autovalores da
matriz para a qual vocé deseja determinar a multiplicidade geométrica.
Isso pode ser feito resolvendo a equacédo caracteristica det (A — Al) =0,

onde A é a matriz, A € o autovalor e | € a matriz identidade.

e Para cada Autovalor encontrado:

- Calcule os Autovetores: Encontre os autovetores correspondentes a
cada autovalor. Isso pode ser feito resolvendo o sistema de equacdes (A —
Av =0, onde v~ é 0 autovetor e 1 é o autovalor.

- Verifique Linearmente Independentes: Verifigue se os autovetores
correspondentes ao mesmo autovalor sdo linearmente independentes.
Vocé pode fazer isso calculando o determinante da matriz cujas colunas
sdo os autovetores correspondentes. Se o determinante for diferente de
zero, 0s autovetores sdo linearmente independentes.

- Contagem de Autovetores: A multiplicidade geométrica de um
autovalor € o numero de autovetores linearmente independentes
associados a ele. Contagem quantos autovetores sao linearmente

independentes para cada autovalor encontrado.

E importante notar que a multiplicidade geométrica pode ser
menor ou igual a multiplicidade algébrica, que € o nimero de vezes que um
autovalor é repetido na lista de autovalores. A multiplicidade geométrica é
fundamental na diagonalizagéo de matrizes e na compreenséo da estrutura
dos autovetores correspondentes a cada autovalor, 0 que desempenha um

papel crucial na algebra linear e na teoria de matrizes.
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A multiplicidade algébrica e a multiplicidade geométrica sdo dois
conceitos importantes relacionados a autovalores em algebra linear. A
diferenca entre eles é:

* Multiplicidade Algébrica:

- A multiplicidade algébrica de um autovalor é o nimero de vezes que
esse autovalor é repetido na lista de autovalores de uma matriz.

- Elareflete a raiz da equacgéo caracteristica da matriz.

- E o numero de solucdes da equacdo det(A—Al) =0 para um
determinado autovalor A.

* Multiplicidade Geométrica:

- A multiplicidade geométrica de um autovalor € o numero de autovetores
linearmente independentes associados a esse autovalor.

- Ela reflete a dimensdo do espaco vetorial gerado pelos autovetores
correspondentes a um autovalor especifico.

- E o numero de vetores linearmente independentes que podem ser

encontrados como solugbes do sistema (A—ADV =0para um
determinado autovalor A.

EXEMPLO 1: Encontre os autovalores de uma matriz Aax2

4 = [2 1]
0 2
Resolucao: Para encontrar os autovalores, deve-se calcular o polinbmio

caracteristico:
2 1 1 0 2—4 1
det[(A—Al)]:O:det[O 2]—,1[0 1:[ ) 2_/1]:

2-1 1
Ddet[o 2_/1]:(2—,1).(2—,1)—0.1:(2—,1)2:0
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Portanto, os autovalores de A, igualando det [(A —AD)] a zero,
tem-se que o autovalor a A é igual a 2. Nesse caso, 0 autovaloraA=2 tem
uma multiplicidade algébrica de 2, pois ele € uma raiz dupla do polinémio
caracteristico. Agora, para encontrar a multiplicidade geométrica, precisa-se

determinar quantos autovetores linearmente estdo associadosa 1=2 .

Ja a definicdo de autovetores v~ corresponde aos autovalores

de A, onde:

Av. = A 0 Av . — 2w = 0pg (A — IAD)v” = 0,em que In € a matriz identidade.

Aequacdo (4 — IM)v. = 0, tem solugdo G O, se e somente se, det (A — I1) =0

Uma observagao importante € que a “solugdo GO” significa que
a equacao possui autovetores nao triviais (diferentes de zero), e isso ocorre
quando o determinante da matriz (A — I4) é igual a zero, indicando que

existem autovetores associados ao autovalor A.

Calculando os autovetores, do exemplo anterior, obtém-se:

OParad=2

=

a-mi=0=@-2ni=0=[2 -2[p =2 - -1
1 =01 =[ovrovl=[7=[

Observa-se que resultou em uma equacdo Unica (V2 =0) e,
portanto, apenas um autovetor linearmente independente associado a 4 = 2,
entdo, como a multiplicidade geométrica de um autovalor é o niumero de
autovetores linearmente independente associados a esse autovalor, para

A = 2 multiplicidade geométrica é 1, enquanto a multiplicidade algébrica é 2.

A seqguir, um exemplo de como calcular a multiplicidade

algébrica e geométrica de uma matriz.
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EXEMPLO 2: Calcule a multiplicidade algébrica e geométrica da matriz

5= 3l

Resolugéo: Primeiro, deve-se encontrar o autovalor e autovetor. Para isso,

€ preciso calcular o polinébmio caracteristico.

det [(B—=AD] =0 = det [g g]—a[é 2]:[38’1 32/1]:»

Odet (B—A) =(3—-21).(3—4) —0.00
(3-4)?=0021=3
Resolvendo essa equacgao, encontra-se um autovalor repetido,
isto é, o autovalor A = 3 tem uma multiplicidade algébrica de 2, pois ele é

uma raiz dupla de polinbmio caracteristico.

Para encontrar a multiplicidade geométrica, é necessario
determinar quantos autovetores linearmente independentes estéo

associados a A = 3, entdo, para 4 = 3, vem:

B - ).1)17—0:>(B—31)U_0:>([ —3[ M=ok
o] =16

Nesse caso, tem-se um sistema de equacfes homogéneas em
gue ambas as equacdes sao idénticas e nao fornecem informacdes
adicionais. Isso acontece, porque a matriz B € uma matriz diagonal e nao
possui impacto, mas influencia nos autovetores. Nesse caso, para A = 3, tem-
se infinitos autovetores associados, 0 que significa que a multiplicidade
geométrica de A = 3 € infinita, isso acontece quando o autovalor é uma raiz
repetida do polinGmio caracteristico e ndo ha restricdes adicionais sobre 0s

autovetores.
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EXEMPLO 3: Seja T: RZ » R% dada por T'(x,y) = (¥,4x), encontre os

autovalores, autovetores e multiplicidade geométrica de cada autovalor.

Resolucédo: Primeiro, € preciso encontrar os autovalores da
transformacéo linear 7' (x,y) = (¥.4x), isto é, encontrar as solu¢des da

equacao caracteristica:

Teoy) - 2xy) =0= 40 -2 =00 = ([) =4[5 EI=10]
0
Ddet([;’1 _1/1] [;D = [g] S —4=0=> 1, =2 el =-2

Para encontrar os autovetores correspondentes a cada
autovalor, vem:
e Parall=2

(s o=2lo ML=
Tem-se o0 seguinte sistema de equacdes:

{y—Zx:O

Portanto, o autovetor que corresponde a A1 = 2 é qualquer vetor
[2:]
da forma [2x], onde x € um numero real ndo nulo.

e Parai2=-2

([2. (1)] - (=2 [(1) g)m - [8] = {43;122];::00 = y=-2
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Portanto, o autovetor correspondente a A2 = —2 é qualquer vetor
[ 2]
da formal—2xl, onde x € um numero real ndo nulo.

Para calcular a multiplicidade geométrica de um autovalor, é
preciso lembrar que € o numero de autovetores linearmente independentes
associados a esse autovalor. Assim, para A1 = 2, a multiplicidade geométrica
é 1, pois ha apenas 1 autovetor linearmente independente correspondente ao
autovalor. Para 12 = —2 € 0 mesmo caso anterior, sua multiplicidade

geométrica é 1.
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3.1 POTENCIAS DE UMA MATRIZ

Quando se obtém os autovalores e autovetores de uma matriz
A simples, se encontra também autovetores de qualquer poténcia inteira e
positiva desta mesma matriz, como por exemplo, se A for um autovalor de A

e v for um autovetor, entao

A2V=A(Av ) =A(Alv") = A(Av™") = 12v”

Assim, isso mostra que A? € um autovalor de A? e que ¥ € um

autovetor associado.

TEOREMA 2: Se k for um inteiro positivo, A um autovalor de uma matriz A e ¥ um
autovetor associado, entdo A¥ é um autovalor de A¥ e ¥ é um autovetor associado.

0O 0 -2
A=11 2 1
EXEMPLO 4: Os autovalores e autovetores de uma matriz 1 0 3

sao respectivamente 1 = 2 e 1 = 1, autovalores de A cujos autovetores

correspondentes

-1 0
saol 1 0

sdo autovalores de A7. Os autovetores de A também sédo autovetores de A’

associadosai=2"=128ed1 =17 =1.

. Ent&o pelo teorema 2, tem-se: 1 =27 =128e1=1" =1

3.2 AUTOVALORES E INVERTIBILIDADE

TEOREMA 3: Uma matriz Anxn é invertivel se, e somente se, 1 = 0 ndo é um
autovalor de A.

De acordo com Howard Anton e Chris Rorres em seu livro

Algebra Linear com Aplicac&o conclui-se algumas afirmacdes equivalentes:
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TEOREMA 4: Se A for uma matriz n x n, entdo as seguintes afirmacoes sao
equivalentes.

(@) A é invertivel
(b) AV = 0 tem somente solugao trivial

(c)det(A)= 0

(d) A =0 n&o é um autovalor de A

A seguir serdo apresentadas as aplicacbes em que sédo
utilizados os conceitos anteriores.
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4  APLICACOES

Anteriormente foram explorados o0s fundamentos dos
autovalores e autovetores, essenciais em Algebra Linear, para mostrar como
esses conceitos desempenham um papel importante para a tomada de
decisbes, na resolucdo de problemas complexos e na andlise de sistemas
dindmicos ao fornecer ferramentas poderosas para a compreensao e solucao
de desafios complexos, serdo abordadas as seguintes aplicacdes praticas:

» Cadeias de Markov representam um tipo especifico de processo
estocastico que utiliza distribuicdes de probabilidade. Esse método permite
a previsao dos estados futuros de uma situacéo, desde que o estado atual
seja conhecido, uma vez que isso depende exclusivamente dele e ndo da
sequéncia anterior.

* No contexto do crescimento populacional, este processo envolve o
aumento e a diminuicdo da populagdo, com apenas trés possibilidades em
cada momento: nascimento (adicdo de um elemento), morte (reducéo de
um elemento) ou nenhuma mudanca. Importante notar que a probabilidade
de cada evento ndo esta relacionada ao tamanho atual da populacao.

» O PageRank € um algoritmo que avalia a importancia de paginas da web
com base em sua relevancia e conexdes.

7

 E nos Hubs logisticos, é utilizado o algoritmo de Roteirizacdo de
Veiculos, o qual funciona na medida em que busca otimizar a eficiéncia das
rotas de transportete em diferentes tipos de setores, tais como, 0
rodoviario, o hidroviario e o ferroviario. O destaque sera dado aos
aeroportos Hub, em que se destacam as principais caracteristicas que um
aeroporto deve possuir para ser considerado um Hub. Isso enfatiza a
importancia de um componente sobre outro na instalagéo do sistema, de
acordo com a visdo de especialistas.

41 CADEIAS DE MARKOV

As Cadeias de Markov sédo um tipo de processo estocastico em
que as distribuicdes de probabilidade para o desenvolvimento futuro

dependem exclusivamente do estado presente, sem levar em consideracéo
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o caminho percorrido até aquele ponto. Essas cadeias sdo sistemas de

transicoes de estados probabilisticas que dependem apenas do estado atual
e suas posic¢des sao representadas por vetores probabilisticos e podem variar

no tempo de forma discreta ou continua.

De acordo com Bremoud (1998), as Cadeias de Markov
surgiram a partir dos estudos do matematico russo Andrei A. Markov (1856-
1922), pioneiro na teoria dos processos estocasticos. Ele realizou diversas
pesquisas na teoria da probabilidade, chegando a provar o Teorema Central
do Limite. Markov analisou a sequéncia de vogais e consoantes em um
poema de Eugene Onegin (1883) e observou empiricamente que uma vogal
era seguida por uma consoante em 87% das vezes, enquanto uma consoante
era seguida por uma vogal em 66% das vezes. Na época, ele ndo imaginava

as varias outras aplicacdes que seu trabalho teria.

A finalidade das Cadeias de Markov € prever um estado futuro,
levando em consideracdo apenas o0 estado atual. Esse conceito é
especialmente Util em processos estocasticos. A modelagem mateméatica das
Cadeias de Markov permitiu uma melhor compreensdo de fendmenos
cientificos e sociais em diversas areas do conhecimento. Por exemplo, um
engenheiro de computacdo pode utilizar esse conceito para construir um
algoritmo de busca que classifica paginas da internet com base em sua
relevancia para a web. Um socidlogo pode usa-lo para entender como memes
se espalham na sociedade e as caracteristicas culturais associadas a eles.
Um geneticista pode aplicd-lo na constru¢cdo do mapa genético de uma
espécie, enquanto um meteorologista pode utiliza-lo para prever cenarios
climaticos em uma determinada regido. Até mesmo um biélogo pode estudar
o comportamento futuro da populacdo de uma espécie marinha sujeita a

pesca industrial.

Aléem disso, as Cadeias de Markov sdo uma abordagem
eficiente e objetiva para extrair padrdes de sinais temporais (BREMAUD,1999
P.53-56).
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Para compreender o conceito de Cadeias de Markov, é
importante discutir inicialmente o que é um processo estocastico.
4.1.1 O PROCESSO ESTOCASTICO

Os processos markovianos sdo formalmente modelados por
meio dosmodelos de Markov, que sao sistemas de transi¢cdes de estados em
que os estados sao representados por vetores probabilisticos e podem variar
no tempo de forma discreta ou continua. As transicfes entre estados séo
probabilisticas e dependem apenas do estado corrente. Se 0 espaco de
estados for discreto (enumeravel), o modelo de Markov € denominado
Cadeias de Markov. As propriedades desses modelos sdo estudadas em
termos das propriedades das matrizes de transicOes de estados que séo

utilizadas em sua descricéo.

Um processo estocastico é definido como uma familia de
variaveis aleatérias X = {X(t): t € F}, em que F é 0 espaco de parametros. Se
F for um intervalo continuo [0, ), 0 processo é considerado com parametro
de tempo continuo, enquanto se F for um conjunto discreto {0, 1, 2,... }, ter4

parametro de tempo discreto.

No processo X, assume-se que todas as variaveis aleatorias
estdo definidas sobre 0 mesmo espaco amostral, cujo conjunto de valores
possiveis denominado espaco de estados do processo, é representado por
E. O processo estocastico € considerado discreto ou continuo, se E for
conjunto discreto ou continuo. Por exemplo, considere 0 processo estocastico
X ={X(t):t=0},emque X(t) indica o preco de uma agao no instante t. Nesse
caso, 0 espago de parametros é F =T = [0, ) e 0 espago de estados € E =
{x:x>0}.
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Um processo estocastico possui a propriedade de Markov se,
dado o valor de X(t), as distribuicdes de X(s) para s >t ndo dependem dos
valores de X(u) para u < t. Isso significa que o comportamento futuro do
processo nao depende do passado, desde que o estado presente do
processo seja conhecido.

4.1.2 CLASSIFICACAO DAS CADEIAS DE MARKOV

A classificacdo dos estados em uma cadeia de Markov divide-
0s em estados transitérios e recorrentes com base na probabilidade do

processo retornar a um estado especifico a partir desse estado inicial.

Um estado i € considerado recorrente se, partindo desse estado
i, 0 processo retornar ao estado i com probabilidade igual a 1, o que é
representado pela probabilidade de retorno fi. Por outro lado, os estados
transitérios, também conhecidos como "ndo recorrentes”, sdo aqueles em
que ha uma probabilidade positiva de que o processo nao retorne a esse
estado.

Em uma cadeia de Markov, é possivel ter uma coexisténcia de
estados recorrentes e transitorios. A matriz de transicdo € utilizada para

representar as probabilidades de transi¢céo entre os estados.

4.1.3 MATRIZ DE TRANSICAO

A matriz de transicdo é uma representacdo das probabilidades
de transicao entre os estados de uma cadeia de Markov, a qual descreve
como a probabilidade de o sistema transitar de um estado para outro evolui

ao longo do tempo.

35



R=LIMNAT uUniFACSF

Revista Eletrénica do Curso de Licenciatura em Matematica Centro Universitario Municipal de Franca

Além disso, é geralmente denotada por P e possui dimensdes
kxk, onde k € o numero de estados na cadeia de Markov. Cada elemento da

matriz, Pi;, representa a probabilidade de transicdo do estado i para o estado
j.
Sao fundamentais para entender o comportamento da cadeia

de Markov, as seguintes propriedades da matriz de transicao:

» Probabilidade: Cada elemento € um namero real ndo negativo e a soma
dos elementos em cada coluna da matriz é igual 1, isto é, a probabilidade
total de transicao a partir de um estado deve ser igual a 1, pois o sistema
deve estar em algum estado ap6s a transicao.

* Regularidade: Pode ser classificada como regular se alguma poténcia
positiva da matriz tiver todos os elementos positivos. Isso implica que, ao
longo do tempo, todas as transicbes entre os estados tém uma
probabilidade positiva.

« Vetor Estado: E um vetor coluna que representa a distribuicdo de
probabilidade dos estados em uma determinada observacéo da cadeia de

Markov.

A matriz de transicdo desempenha um papel central na analise
e modelagem das cadeias de Markov, pois permite estudar a evolucao
probabilistica do sistema ao longo do tempo, prever as probabilidades de
transicao futuras e determinar a distribuicdo de probabilidade de longo prazo
dos estados.

4.1.4 VETOR DE ESTADO

O vetor de estado em uma cadeia de Markov & um vetor coluna
gue descreve a distribuicdo de probabilidade dos estados da cadeia em um
determinado momento, em que cada elemento do vetor de estado representa

a probabilidade de o sistema estar em um estado especifico.
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Formalmente, se a cadeia de Markov possui k estados, o vetor
de estado € um vetor coluna de tamanho k, denotado por x, em que cada
elemento x(i) representa a probabilidade do sistema estar no estado i. A
soma de todos os elementos do vetor de estado é igual a 1, pois a
probabilidade total deve ser igual a 1. O vetor de estado inicial, denotado por
x(0), descreve a distribuigcéo de probabilidade dos estados no momento inicial
da cadeia de Markov, representando a probabilidade de o sistema comecar

em cada estado.

A evolucédo do vetor de estado ao longo do tempo é determinada
pela matriz de transi¢ao, P, da cadeia de Markov. O teorema da matriz de
transicdo estabelece que o vetor de estado em uma observacao
subsequente, x(n), pode ser obtido multiplicando o vetor de estado anterior,

x(n — 1), pela matriz de transi¢ao P: x(n) = P. (x(n — 1)).

Essa multiplicacdo reflete a probabilidade de transicdo dos
estados de acordo com as probabilidades estabelecidas pela matriz de
transicdo. Cada elemento do vetor de estado resultante representa a
probabilidade atualizada de o sistema estar em um estado especifico na

préxima observacao.

O vetor de estado é fundamental para a andlise das cadeias de
Markov, pois fornece informacdes sobre a distribuicdo de probabilidade dos
estados em diferentes momentos, além de poder ser usado para prever a
evolucao futura da cadeia, calcular probabilidades de eventos especificos e
determinar o estado de equilibrio de longo prazo da cadeia de Markov.
4.1.5 REGULARIDADE DA MATRIZ DE TRANSICAO

7

A regularidade da matriz de transicdo € uma propriedade
importante das cadeias de Markov. Uma matriz de transi¢cdo é considerada
regular se uma poténcia positiva dessa matriz tiver todas as suas entradas

positivas.
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Em outras palavras, se a matriz de transicdo P de uma cadeia
de Markov for regular, isso significa que, apés um numero suficientemente
grande de transicdes, existe uma probabilidade positiva de transitar entre

quaisquer dois estados da cadeia.

A regularidade da matriz de transicdo esta diretamente
relacionada a questdo da acessibilidade em uma cadeia de Markov. Um
estado j € acessivel a partir de um estado i se existir uma sequéncia de
transicdes possiveis que leve do estado i ao estado j em um numero finito de
passos. Se todos os estados em uma cadeia de Markov sao acessiveis uns

aos outros, entdo a matriz de transicao é regular.

Uma consequéncia importante da regularidade € que, para uma
cadeia de Markov regular, existe um nimero n tal que todas as entradas da
matriz de transicdo elevadas a poténcia n sejam estritamente positivas. Isso
implica que, a medida que o niumero de transicdes aumenta, a probabilidade
de estar em qualquer estado especifico se torna mais equilibrada e menos

dependente do estado inicial.

Além disso, a regularidade da matriz de transicdo também esta
relacionada a existéncia de um vetor estado fixo. Se a matriz de transi¢éo é
regular, entdo a cadeia de Markov possui um vetor de probabilidade fixo
chamado vetor de equilibrio ou distribuicdo estacionaria. Esse vetor descreve
a distribuicdo de probabilidade dos estados da cadeia apds um numero

infinito de transi¢des.

O vetor de equilibrio é encontrado resolvendo-se o sistema de
equacodes lineares em que este € multiplicado pela matriz de transicéo resulta

no préprio vetor de equilibrio.
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Em resumo, a regularidade da matriz de transicdo em uma
cadeia de Markov implica a acessibilidade entre todos os estados da cadeia
e a existéncia de um vetor estado fixo torna a analise e previsdo do

comportamento da cadeia mais estavel e confiavel.

4.1.6 APLICACAO DE AUTOVALORES E AUTOVETORES NAS CADEIAS
DE MARKOV

Aplicacéo 1: Passo do bébado |

Uma aplicacéo classica das Cadeias de Markov € conhecida
como “O Problema do Bébado”.

No primeiro caso, suponha que um bébado dentro de um bar,
gosta de se movimentar entre balgcdo (B) e as mesas (M). Nesse caso,
considera-se uma cadeia pequena com apenas duas areas: o balgcédo (B) e as
mesas (M). As probabilidades de transicdo sao:

* Se 0 bébado estiver no balcéo, ele tem 40% de chance de permanecer
no balcao e 60% de chance de ir para as mesas.
» Se 0 bébado estiver nas mesas, ele tem 30% de chance de permanecer

nas mesas e 70% de chance de ir para o balcéo.

Com isso, é possivel determinar qual a matriz de transicao P
para essa cadeia, qual a probabilidade de o bébado estar no balcdo apds um
longo periodo e se existe uma distribuicdo estacionaria para esse sistema e

se sim, qual seria.

Resolucéo: A partir dessas informacfes consegue-se montar o0 seguinte

grafo:
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Figura 2 — Grafo Aplicacdo 1
o 7

SWIVIg B N

0,6

Fonte: autoria prépria.

A matriz de transicao é

04 06
A= [0,3 0.7

Para encontrar a probabilidade de o bébado estar no balc&o
apos um longo periodo, pode-se calcular a distribuicdo estacionaria
diretamente. Denominando a probabilidade de estar no balcdo de p e de (1
— p) a probabilidade de estar nas mesas, as equacgdes de balanceamento

sao:

Resolucgéo: Probabilidade de estar no balcao

p=04p+07(1—p) >p=07-03p = 1,3p=07 = p=0,538

Portanto, a probabilidade de o bébado estar no balcdo ap6s um

longo periodo é de aproximadamente 0,538.

Resolucao: Probabilidade de estar nas mesas:

1-p=1—0538 = 1—p = 0,462

A distribuicdo estacionaria é a distribuicdo de probabilidade de
longo prazo. Neste caso, tem-se p = 0,538 (probabilidade de estar no balcao)
e 1—p=0,462 (probabilidade de estar nas mesas). Portanto, a distribuicéo
estacionaria é

=[0,538 0,462].
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Aplicacéo 2: Passo do bébado Il

No segundo caso, suponha que o bébado dentro de um bar,
gosta de se movimentar entre os diferentes lugares. O bar tem trés areas: o
balcdo (B), as mesas (M) e a pista de danca (P). O bébado se move
aleatoriamente de um lugar para o outro a cada minuto. As probabilidades de

movimento Sao as seguintes:

* Se o0 bébado estiver no balcéo, ha 40% de chance de ficar no balcéo,
40% de chance de ir para as mesas e 20% de chance de ir para a pista de
danca.

* Se 0 bébado estiver nas mesas, ha 30% de chance de ficar nas mesas,
30% de chance de ir para o balcéo e 40% de chance de ir para a pista de
danca.

» Se 0 bébado estiver na pista de danca, ha 50% de chance de ficar na
pista de danca, 30% de chance de ir para as mesas e 20% de chance de ir

para o balcao.

Com isso, é possivel determinar qual a matriz de transicao P
para essa cadeia, qual a probabilidade de o bébado estar no balcdo, nas
mesas e na pista de danca apés um logo periodo e se existe uma distribuicao
estaciondria para esse sistema e se sim, qual seria.

Resolucdo: A matriz de transigéo é

04 04 0.2
P:’O,B 0,3 0,4‘

05 03 02

Para encontrar a probabilidade de o bébado estar em cada area
apos um longo periodo, precisa-se encontrar a distribuicdo estacionaria.
Pode-se fazer isso encontrando o autovetor associado ao autovalor 1 da

matriz de transicdo de varias formas:
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* Resolver esse sistema de equacdes lineares por meio da algebra linear
ou software computacional, como o NumPy em Python. As probabilidades

no vetor v~ representam a distribuicdo estacionaria desejada.

Lembre-se de que nem todas as Cadeias de Markov tém uma
distribuicdo estacionaria. Para que ela exista, a cadeia deve ser aperiddica e
irredutivel. A aperiodicidade significa que € possivel alcancar um estado a
partir dele mesmo em um numero finito de passos, e a irredutibilidade
significa que é possivel chegar a qualquer estado a partir de qualquer outro

estado da cadeia.

Para resolver o Sistema de EquacgOes Lineares em Python,

deve-se seguir alguns passos:

* Importar a biblioteca NumPy.
« Montar o sistema de equacgées na forma v’P = v". Transforme-o na

forma v’ (P — I) = 0, onde I é a matriz identidade.
* Resolver o sistema de equacdes usando um método apropriado. No

exemplo, usou-se o método de algebra linear numpy.linalg.solve.

7

Neste exemplo, a distribuicdo estacionaria é encontrada e
impressa v~ =[0,35 0,35 0,3]. O autovetor v~ = [0,35 0,35 0,3], indica que, a
longo prazo, o bébado tem 35% de chance de estar no balcdo, 35% de
chance de estar nas mesas e 30% de chance de estar na pista de danca.
Neste caso, ocorre uma distribuicdo estacionaria [0,35 0,35 0,3], que
representa as probabilidades de o bébado estar em cada area apds um longo
periodo. Portanto, a longo prazo, o bébado provavelmente ficara igualmente
distribuido entre o balcdo e as mesas, com uma probabilidade ligeiramente
menor de estar na pista de danca. ISso € o0 que se espera ap0s muitos minutos

de movimento aleatdrio no bar.
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Aplicagéo 3: Crescimento Populacional

No primeiro caso, um bidlogo ao estudar o crescimento
populacional de duas espécies de animais, A e B, em um ambiente isolado,
descobriu que a taxa de crescimento anual de cada espécie foi:

* A populagédo de animais da espécie A um ano depois foi 1,5 vezes a
populacao atual de A.
* A populagdo de animais da espécie B um ano depois foi 2 vezes a

populacao atual de B.

Como as populacdes de ambas as espécies evoluirdo ao longo

do tempo e em quanto tempo atingirdo os estados estaveis?

Resolucao: Para resolver este problema usando autovalores e autovetores,
pode-se definir um sistema de equacdes que descreve 0 crescimento

populacional

An+1 = 1,5An
* Bn+1=2Bn

Essas equacdes podem ser escritas na forma matricial:

A 1,5 07[A
M = n+1] — ’ [ n]
[Bn+1 [ 0 2] By
A matriz M representa a taxa de crescimento de cada espécie.

Agora, pode-se usar autovalores e autovetores para entender como o sistema

evoluird a longo prazo.

Para encontrar os autovalores (1) e autovetores(v”), resolve-se
aequacdo Mv = Av".
« Para encontrar os autovalores, resolve-se a equacao caracteristica:

_ 15-2 0 |_
detM - =0= | 7" 7 |=0
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Isso leva a duas solugdes, sendo 41 = 1,5 (autovalor associado

aA) e l2=2 (autovalor associado a B).

Para cada autovalor, encontra-se o0 autovetor associado

resolvendo a equacao:
(M—2AD).v"=0

0 O
Para 11 = 1.5, tem-se = k= [0 0,5] [;] - O. Isso nos leva ao
autovetor, entéto,f1 - [O].

para jz= =[5 ol ll=0
ara 12= 2, tem-se = 0 ol by . Isso nos leva ao
autovetor, entéto,lf1 - [(1)]
Os autovetores nos dizem como as populacdes de A e B

evoluem ao longo do tempo:

« Para A1 = 1,5, a populagdo de A aumenta com o tempo, enquanto a

populacdo de B permanece constante.

« Para 12 = 2, a populacdo de B aumenta com o0 tempo, enquanto a

populacdo de A permanece constante.

No segundo caso, 0 mesmo bidlogo ao estudar o crescimento
populacional de duas outras espécies de animais, A e B, em um ambiente isolado
descobriu que:

* A populacdo de animais da espécie A no proximo ano é 1,2 vezes a
populacao atual de A mais 0,5 vezes a populacéo atual de B.
* A populacdo de animais da espécie B no proximo ano é 0,8 vezes a

populacao atual de A mais 1,4 vezes a populacéo atual de B.

Como as populacdes de ambas as espécies evoluirdo ao longo

do tempo? Encontre os estados estaveis.
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Resolucao: para resolver esse problema usando autovalores e autovetores,
deve-se

An+1 = 1,2An+ O,SBn

Bn+1=0,8. An+ 1,4Bn

Esse sistema de equacdes, pode ser escrito na forma matricial
el =[5 23]
Bi1 08 14
A matriz M representa a taxa de crescimento de cada espécie.
Agora, pode-se usar autovalores e autovetores para entender como o sistema
evoluira a longo prazo.

* Para encontrar os autovalores (1) e autovetores (v") resolve-se a
equacado M.v = A v".

* Para encontrar os autovalores, resolve-se a equacao caracteristica

12-1 05
detM - =0= |75 1,7

Isso nos leva a duas solug¢des A1 = 0,585 (autovalor associado

a A) e 12 = 2,015 (autovalor associado a B).

Para encontrar o autovetor (v”) associado cada autovalor,

resolve- se as equacdes.

¢ Para A1 = 0,585 tem-se

M=["0s" osrs| [l = 05[]

0,722
Com alguns célculos, chega-se ao autovetor =~ * — [ 1 ] A
componente de autovetor 0,722 € positiva, indica que a populacéo de A tende
a aumentar ao longo do tempo. E, a componente de autovetor 1 é positiva,

indica que a populacdo de B também aumenta, mas com um peso maior.

* Para A2 = 2,015 tem-se

—0,015

M=] 08 -0 615] [y] = 0,2015 [y]
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Analogamente ao caso anterior, chega-se ao autovetor

_ [—0,879
V2= [ 1 ] A componente de autovetor —0,879 é negativa, indicando que

a populacdo de A tende a diminuir ao longo do tempo. A componente de

autovetor 1 é positiva, indicando que a populagédo de B aumenta.

Portanto, os autovetores indicam como as populacdes de A e B
evoluem ao longo do tempo, enquanto os autovalores indicam as taxas de
crescimento ou declinio. Para entender o comportamento a longo prazo,
pode-se usar esses autovetores para analisar como as populacdes de A e B
evoluem ao longo do tempo, isto €, se estabilizam ou mudam. Um estado
estavel é aquele onde ambas as populacbes sdo constantes. No entanto, a
estabilidade desses estados depende das condic¢des iniciais. Se as condi¢des
iniciais estiverem fora desses estados estaveis, as populacbes de A e B

evoluirdo conforme indicado pelos autovetores associados aos autovalores.

Pode-se considerar esses problemas de crescimento
populacional como aplicacdes das Cadeias de Markov, embora eles sejam
um pouco diferentes em termos de sua formulagdo tradicional. Aqui esta

como esses problemas se relacionam as Cadeias de Markov:

Cadeias de Markov tradicionais:

* Nas Cadeias de Markov, modela-se um sistema que muda de estado em
estado ao longo do tempo, com probabilidades de transicdo entre os
estados. O sistema evolui de acordo com uma matriz de transicdo de
estados.

« Cada estado tem uma probabilidade associada de transi¢cao para outros
estados no préximo periodo.

» O foco principal € encontrar a distribuicdo de probabilidade em estados

ao longo do tempo e determinar estados estaveis ou de equilibrio.
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Problemas de Crescimento Populacional:

* Os problemas de crescimento populacional modelam a evolucédo das
populacdes de diferentes espécies ao longo do tempo com base em taxas
de crescimento e interacdes entre as espécies.

+ Embora a formulacéo seja ligeiramente diferente das Cadeias de Markov
tradicionais, o principio subjacente de evolucdo de estados ao longo do
tempo ainda esta presente.

* Os autovalores e autovetores s&o usados para entender como as
populacdes se estabilizam ou mudam a longo prazo, assim como as

Cadeias de Markov buscam encontrar estados estaveis.

Portanto, esses problemas de crescimento populacional podem
ser vistos como uma extenséo ou variacdo das Cadeias de Markov, onde a
énfase estd na modelagem do crescimento de populacdes em vez de estados
discretos. Ambos os métodos usam conceitos semelhantes de autovalores,
autovetores e estabilidade a longo prazo para analisar a evolucéo do sistema

ao longo do tempo.

4.2 PAGERANK

O algoritmo PageRank, desenvolvido pelos fundadores do
Google, utiliza conceitos de 4&lgebra linear, incluindo autovalores e
autovetores, para determinar a relevancia de paginas da web em uma rede.
O PageRank é um algoritmo que atribui uma pontuacéo para cada pagina da

web com base em sua relevancia para um determinado topico.

O PageRank considera o numero de links de entrada (backlinks)
gue uma pagina recebe, bem como a relevancia das paginas que fornecem
esses backlinks. O algoritmo utiliza uma matriz de adjacéncia para
representar as relacdes entre as paginas da web e calcular a pontuagéo do

PageRank.
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Em 1997, dois estudantes de doutorado, Larry Page e Sergey
Brin, desenvolveram o algoritmo PageRank com o objetivo de classificar
paginas da web nos resultados de busca. A classificacao é fundamental para
apresentar as paginas mais relevantes primeiro aos usuarios, economizando
tempo na busca. Para implementar o algoritmo, os estudantes criaram o
buscador Google, que se tornou uma das empresas mais lucrativas da

histéria.

PageRank é um algoritmo de analise de links utilizado pelo
mecanismo de busca Google para medir a importancia de paginas da web.
Ele atribui um valor numérico, chamado de pontuacdo PageRank, a cada
pagina com base no numero e qualidade de outras paginas que a linkam.

A ideia béasica por tras deste algoritmo € que uma pagina da web
€ considerada importante se for linkada por outras paginas importantes. Ele
calcula uma pontuacéo para cada pagina com base no namero de links de
entrada e nas pontuacdes PageRank das paginas que estéo linkando. Uma
pagina com uma pontuacdo mais alta é considerada mais importante e € mais

provavel gue apareca no topo dos resultados de pesquisa.

O algoritmo leva em consideracdo ndo apenas o numero de
links que apontam para uma pagina, mas também a qualidade e relevancia
desses links. Por exemplo, um link de um site de alta autoridade como o The
New York Times tera mais peso do que um link de um blog de baixa

qualidade.

A pontuacdo PageRank € atualizada continuamente & medida
gue novas paginas sao adicionadas e novos links séo criados, e € um dos
muitos fatores usados pelo Google para classificar os resultados de pesquisa.
No entanto, ndo € o Unico fator, e outros fatores como relevancia,
comportamento do usuario e qualidade do conteudo também desempenham

um papel significativo na determinacédo das classificagdes de pesquisa.
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O algoritmo tem o objetivo de entender quais paginas sao mais
relevantes para o usuério e, portanto, devem ter uma pontuacdo maior. O
funcionamento do algoritmo é baseado em trés conceitos intuitivos e usados
cotidianamente: indicacéo, confiabilidade e certeza. Com esses conceitos e
algumas ferramentas matematicas, foi possivel a criacdo de um algoritmo que

tornasse as buscas na Web mais rapidas e com melhor qualidade.

O primeiro conceito crucial a ser compreendido é o de
indicacdo, que na Web é representado por hyperlinks, mais comumente
conhecidos como links. Basicamente, uma pagina A indica outra pagina B, se
a pagina A tiver um link apontando para a pagina B. Por essa razao, €
importante que a quantidade de links que uma pagina recebe influencie sua
pontuacdo. Contudo, é necessario destacar que uma pagina ndo pode ter um

link para si mesma.

Uma aplicacao pratica do algoritmo PageRank € em motores de
busca, como o Google. O PageRank é utilizado para classificar a relevancia

das péaginas da web em relacdo a uma determinada consulta de pesquisa.

Suponha que um usuéario faca uma consulta de pesquisa sobre
"receitas de pizza". O Google ir4 entdo analisar todas as paginas da web que
contém informagdes relacionadas a "receitas de pizza" e classificar essas
paginas em ordem de relevancia, com as mais relevantes no topo dos

resultados da pesquisa.

O algoritmo PageRank é uma das ferramentas que o Google
usa para determinar a relevancia de uma pagina. O PageRank atribui uma
pontuacdo a cada pagina da web com base em sua importancia relativa,
medindo a quantidade e a qualidade dos links de outras paginas da web que

apontam para ela.
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P&ginas com uma pontuacdo de PageRank mais alta s&o
consideradas mais relevantes e, portanto, sao exibidas em uma posi¢cao mais
alta nos resultados da pesquisa. Isso significa que as paginas que possuem
uma pontuacdo de PageRank mais alta ttm uma maior probabilidade de
serem vistas pelos usudrios e, consequentemente, podem receber mais

trafego de pesquisa.

Vale destacar que essa ideia de indicacdo ja era utilizada na
analise de relevancia de trabalhos académicos disponibilizados digitalmente
na época, conforme mencionado por Page e Brin. Nesse caso, o calculo da
pontuagcdo de um determinado trabalho era determinado pelo numero de
outros trabalhos académicos que o citavam. No entanto, Page e Brin
reconheceram que essa abordagem néo poderia ser aplicada exclusivamente
as paginas da Web, uma vez que, ao contrario dos trabalhos académicos que
passam por revisdes de contetdo realizadas por humanos e possuem um
alto grau de qualidade, as paginas da Web crescem sem qualquer supervisao

ou compromisso com a qualidade da informacéo.

Diante disso, o conceito de confiabilidade precisou ser
incorporado ao algoritmo, com o objetivo de classificar como relevantes as
paginas bem avaliadas por outras paginas consideradas confiaveis. Foi assim
gue surgiu o conceito de PageRank, que leva em consideracdo tanto a
guantidade de links que uma pagina recebe quanto a qualidade dos sites que
a indicam. Esse algoritmo funciona de forma iterativa, atribuindo pontuacdes
iniciais a todas as paginas e recalculando essas pontuacdes com base nas

pontuacdes das paginas que as indicam.

Consequentemente, as paginas bem avaliadas passam a ter
mais peso na pontuagdo das paginas que elas indicam, aumentando sua
relevancia na Web. E importante salientar que existem outros algoritmos de

classificacdo de paginas, cada um com suas proprias caracteristicas e
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diferencas, mas o PageRank ainda € amplamente utilizado e considerado um

dos mais importantes na analise de relevancia de paginas na Web.

4.2.1 ALGORITMO DO PAGERANK

O PageRank é baseado em conceitos matematicos como
autovalores e autovetores. Um autovetor € um vetor que ndo muda de direcéo
quando multiplicado por uma matriz, enquanto um autovalor € um ndmero
que indica quanto esse autovetor € esticado ou encolhido pela multiplicacao

da matriz.

No caso do PageRank, a matriz em questdo é a matriz de
adjacéncia do grafo da web, que mostra as conexdes entre as paginas. Cada
linha da matriz representa uma pagina e cada coluna representa um link. Se
uma pagina aponta para outra, o valor correspondente na matriz é 1, e se

nao, é 0.

O PageRank é entdo calculado como o principal autovetor da
matriz de adjacéncia, normalizado para ter soma igual a 1. Isso significa que
o vetor resultante indica a importancia relativa de cada pagina em relagéo a

todas as outras paginas da web.

A matriz de adjacéncia pode ser transformada em uma matriz
estocastica de probabilidade de transi¢do, onde as colunas da matriz somam
1. Essa matriz de probabilidade de transicdo pode ser usada para calcular o
vetor de PageRank, que contém as pontuacfes de relevancia para cada
pagina da web.

O vetor de PageRank pode ser encontrado através do método
da poténcia, que utiliza o autovalor dominante da matriz de probabilidade de

transic&o e o correspondente autovetor para determinar o vetor de PageRank.

7

O calculo do PageRank € iterativo e envolve multiplicar
repetidamente a matriz de adjacéncia pelo vetor atualizado. A medida que o

algoritmo converge, a pontuacdo PageRank de cada péagina se estabiliza.
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4.2.2 APLICACAO DE AUTOVALORES E AUTOVETORES NO
ALGORITMO PAGERRANK.

Aplicacéo 4: Paginas da Web

A matriz de autovalor é uma representacdo matematica do
algoritmo PageRank. Sendo uma matriz quadrada em que as linhas
representam as paginas da web e as colunas representam as paginas que
fazem um link para as paginas de destino. Cada elemento dessa matriz

representa a probabilidade de um usuario seguir um link de uma pagina para

outra.

Suponha que temos um pequeno grafo da web com 4 paginas:

Figura 3 — Paginas de web

Fonte: autoria prépria
- Pagina A aponta para a paginaBe C
- P&gina B aponta para a paginaC e D
- Pagina C aponta para a pagina D

- P&gina D ndo aponta para nenhuma outra pagina

A matriz de adjacéncia correspondente seria:

A B C D
AJo 1 1 0
B0 0D 1 1
c|0 0 0 1
D0 0 0 O
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Para calcular o PageRank, comegamos com um vetor de

pontuacdes inicial, onde todas as paginas tém pontuacao igual a 1/4:

[0,25 0,25 0,25 0,25]

Multiplicamos a matriz de adjacéncia pelo vetor de pontuacdes

para obter um novo vetor de pontuacgées:

[05 05 0 0]

Normalizamos esse vetor para ter soma igual a 1:

[05 05 0 0] = [05 05 0 0]/1 = [05 05 0 0]

Esse é o0 novo vetor de pontuacdes. Foi repetido o processo de
multiplicar a matriz de adjacéncia pelo vetor de pontuacdes e normaliza-lo até

gue ele se estabilize.

No final, obtemos um vetor de pontuacbes que indica a
importancia relativa de cada pagina em relacdo as outras paginas. No nosso
exemplo, o vetor de pontuacgdes estabilizado é:

[0,3846 0,3077 0,1923 0,1154]

Isso significa que a pagina A é a mais importante, seguida pela
pagina B, C e D. Esses valores correspondem aos autovalores da matriz de
adjacéncia e ao autovetor associado, que é o vetor PageRank.

As aplicagcbes matematicas sdo muito comuns no cotidiano,
tanto as mais simplificadas quanto as mais complexas. Com um bom
entendimento sobre grafos, matrizes adjacentes, processos estocasticos e
seus métodos e a base da matematica matricial, seus autovalores e
autovetores, podem ser utilizados para ranquear e classificar. Utilizando o
método do mecanismo Page Rank é possivel obter a classificacdo de

relevancia em diversos casos esses resultados a partir de alguns dados.
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4.3 HUBS LOGISTICOS

Os Hubs Logisticos séo locais determinados pelas empresas,
de forma estratégica, para facilitar a redistribuicdo de mercadorias. Trata-se
de um processo bastante versatii e que traz beneficios para todos o
transporte em diferentes tipos de setores, como o rodoviario, o hidroviario e

o ferroviario.

Na logistica de distribuicdo de cadeias de supermercados e em
outros setores, o algoritmo de Roteirizacao de Veiculos (ou Vehicle Routing
Algorithm), é um algoritmo comum usado para otimizar o roteamento de
pessoas e/ou mercadorias, 0 qual busca otimizar a eficiéncia das rotas de
transporte com foco em atender a varias localiza¢des de entrega, como lojas

de supermercados.

O algoritmo de Roteirizacdo de Veiculos, na medida em que
busca otimizar a eficiéncia das rotas de transporte, se compde basicamente
de:

+ Coleta de Dados: O algoritmo comeca coletando informagdes, como 0s
locais de entrega, as demandas de mercadorias em cada local, as
capacidades dos veiculos e as restricbes de tempo e trafego.

+ Modelagem do Problema: Com base nos dados coletados, o problema
€ modelado em uma estrutura matematica que representa as restricoes e
objetivos do roteamento. O objetivo principal € minimizar os custos totais,
como distancia percorrida ou tempo de entrega.

» Selecao de Rotas: O algoritmo determina quais rotas os veiculos devem
seguir para atender a todas as entregas planejadas. Isso envolve a
alocacao eficiente de veiculos a locais de entrega e a determinacdo da

ordem das entregas em cada rota.
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« Otimizacao das Rotas: A otimizacao € realizada para minimizar custos,
como distancia percorrida, tempo de viagem ou consumo de combustivel.
Isso pode ser feito usando técnicas como Programacéo Linear, Algoritmos
Genéticos, Simulated Annealing, entre outros.

« Gestdo em Tempo Real: A medida que as rotas sdo executadas, o
algoritmo pode ser adaptado em tempo real para lidar com atrasos,
mudancas nas demandas ou problemas de trafego.

* Relatorios e Andlises: O algoritmo fornece relatérios e analises
detalhadas para ajudar na tomada de decisGes estratégicas e na

identificacdo de areas de melhoria no processo de distribuicéao.

Este algoritmo € fundamental para garantir a eficiéncia na
distribuicdo de mercadorias em redes de supermercados, minimizando
custos operacionais, otimizando o uso de veiculos e garantindo entregas
pontuais. H4 uma crescente aplicacdo de tecnologias de otimizacdo em
logistica, como Sistemas de Gerenciamento de Transporte (TMS) e
Softwares de Roteirizacdo de Veiculos, que incorporam algoritmos
avangados para melhorar ainda mais a eficiéncia nas operagdes de

distribuicéo.

4.3.1 APLICACAO DE AUTOVALORES E AUTOVETORES EM LOGISTICA
DE AEROPORTOS HUBS

Aplicacéo 5: Aeroporto Hub

Os conceitos de autovalor e autovetor também podem ser
aplicados em aeroportos Hub. Um aeroporto Hub é um aeroporto que serve
como ponto central para rotas de voo, onde ocorre um grande volume de
conexdes entre voos. Nesse contexto, € importante analisar a conectividade

e a importancia relativa dos diferentes aeroportos na rede de rotas.
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Uma maneira de fazer isso é por meio da andlise de redes
complexas, onde cada aeroporto é representado como um no e as rotas entre
eles sdo representadas como arestas. A matriz de adjacéncia resultante é

uma representacdo matematica dessa rede.

Ao aplicar o conceito de autovalor e autovetor nessa matriz de
adjacéncia, € possivel identificar os aeroportos mais importantes dentro da
rede Hub. O autovalor dominante da matriz de adjacéncia é associado ao
principal autovetor, que fornece informacdes sobre a importancia relativa dos
nos na rede. Dessa forma, 0os aeroportos com maiores valores de autovetor
seriam considerados os aeroportos Hub mais importantes dentro da rede de
rotas.

A estatistica desempenha um papel importante na sociedade
moderna, pois fornece ferramentas para analisar variaveis de diferentes
perspectivas, verificar possiveis relacdes por meio de pesquisas e
experimentos e, assim, fornecer um caminho coerente e direto para possiveis

decisoes.

Essa analise € util para entender a conectividade da rede,
identificar a centralidade dos aeroportos e ajudar na tomada de decisdes
estratégicas em termos de planejamento de rotas, alocagdo de recursos e

expanséao da infraestrutura em aeroportos Hub.

Considere um exemplo de aplicagéo dos conceitos de autovalor
e autovetor em um aeroporto Hub. Suponha que se deseja analisar a rede de

rotas aéreas de um determinado pais.

Nessa rede, temos varios aeroportos interconectados por rotas
de voos. Alguns aeroportos funcionam como Hubs, ou seja, eles séo pontos

de conexao central para muitos voos que seguem para outros destinos.
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Ao aplicar a analise de autovalor e autovetor nessa rede, pode-

se identificar os aeroportos Hub mais importantes.

Além disso, os autovetores associados a esses autovalores
podem fornecer informacfes sobre a conectividade e a importancia dos
aeroportos adjacentes a esses Hubs principais. Por exemplo, os autovetores
maiores indicariam quais aeroportos tém mais conexdes diretas com os Hubs
principais e, portanto, s&o mais estratégicos em termos de conectividade na

rede.

Com essas informacfes, os operadores do aeroporto e as
companhias aéreas podem tomar decises informadas sobre o planejamento
de rotas, horarios de voos, alocacdo de recursos e estratégias de expansao.
Eles podem priorizar a melhoria das infraestruturas nos aeroportos Hub
principais, otimizar as conexdes entre 0s aeroportos adjacentes a esses Hubs
e identificar oportunidades de expanséao de rotas para aumentar a eficiéncia

e a conectividade global da rede de rotas aéreas.

Vamos considerar um exemplo numérico de aplicacdo dos
conceitos de autovalor e autovetor em um aeroporto Hub. Suponha que
estamos analisando a rede de rotas aéreas em um pais ficticio com 5

aeroportos, rotulados como A, B, C,D e E.

A matriz de adjacéncia correspondente, representando as rotas

de voos entre 0s aeroportos, é a seguinte:
Figura 4 — Grafo Aplicacdo 5

*=OR0

Fonte: autoria propria
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Tabela 1 — Matriz de adjacéncia do grafo.

A B c D E

m o O @ »
(=]

Fonte: autoria propria

Ou na forma matricial .

M=

29 = = O
|l B o B =T ]
(=1 =T
[ = =]
= =

Agora, pode-se calcular os autovalores e autovetores

associados a essa matriz de adjacéncia.

O autovalor dominante e seu respectivo autovetor principal nos
fornecerédo informacdes sobre os aeroportos Hub mais importantes nessa

rede de rotas.

Suponha que, apoés o calculo, encontramos o0 seguinte autovetor
principal:

v’ =[045 06 05 05 04]

Nesse caso, os valores no autovetor nos indicam a importancia
relativa dos aeroportos. Portanto, o aeroporto B possui o maior valor (0.6) no
autovetor, indicando que é o Hub mais importante nessa rede de rotas. Os
aeroportos D e C também possuem valores relativamente altos, sugerindo
que eles tém uma importancia consideravel como Hubs secundarios. Por
outro lado, os aeroportos A e E possuem os valores mais baixos, indicando

uma importancia relativamente menor como Hubs.
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Com base nesses resultados, os operadores do aeroporto e as

companhias aéreas podem direcionar recursos adicionais para melhorar as

infraestruturas e conexdes em torno do aeroporto B, fortalecer as rotas entre

os aeroportos D e C, e tomar outras medidas estratégicas para otimizar a

conectividade e a eficiéncia da rede de rotas aéreas

Considerando-se um exemplo completo de aplicacdo numérica

dos conceitos de autovalor e autovetor em um aeroporto Hub. Suponha que

estamos analisando a rede de rotas aéreas em um pais ficticio com 6

aeroportos, rotulados como A,B,C, D, E e F,

A matriz de adjacéncia correspondente, representando as rotas

de voos entre 0s aeroportos, € a seguinte:

Tabela 2 — Matriz de adjacéncia entre aeroportos.

A B C D E F
A 0 1 0 1 1 0
B 1 0 1 0 0 1
C 0 1 0 1 0 1
D 1 0 1 0 1 0
E 1 0 0 1 0 1
F 0 1 1 0 1 0

Fonte: autoria propria.

Ao se calcular os autovalores e autovetores associados a essa

matriz de adjacéncia., encontramos 0 seguinte autovetor principal:

v’ =(0,408 0,577 0,408 0,500 0,408 0,577)
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Nesse caso, os valores no autovetor nos indicam a importancia
relativa dos aeroportos. Podemos normalizar o autovetor dividindo cada

elemento pela soma total para obter as probabilidades de visitagcéo:

P =(0,235 0,333 0,235 0,300 0,235 0,300)

A partir desses resultados, podemos concluir que o aeroporto B
€ considerado o Hub mais importante nessa rede de rotas, pois possui a
maior probabilidade de visitacdo. Os aeroportos D e F também tém
importancia consideravel como Hubs secundarios. Por outro lado, os
aeroportos A4, C e E possuem probabilidades de visitacdo menores, indicando

uma importancia relativamente menor como Hubs.

Com base nesses resultados, os operadores do aeroporto e as
companhias aéreas podem direcionar recursos adicionais para melhorar as
infraestruturas e conexdes em torno do aeroporto B, fortalecer as rotas entre
0S aeroportos D e F, e tomar outras medidas estratégicas para otimizar a

conectividade e a eficiéncia da rede de rotas aéreas.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Ao longo deste trabalho, explorou-se o conceito de autovalor e
autovetor e suas aplicagbes nas Cadeias de Markov, Crescimento
Populacional, PageRank e na identificacdo de Hubs Logisticos, uma vez que
estes tém se mostrado ferramentas poderosas na algebra linear e em

diversas areas da ciéncia e tecnologia.

O algoritmo do PageRank, baseado em principios de autovalor
e autovetor, tem sido importante para indexacdo e pesquisa na internet ao
fornecer resultados de buscas mais relevantes e confidveis na classificacdo

de paginas da web.

Além disso, a aplicacdo dessas técnicas na identificacdo de
Hubs Logisticos, por meio da analise dos autovalores e autovetores de uma
rede de transporte aéreo, possibilitou a identificacdo dos principais centros
de conexado, na otimizacdo do fluxo de trdfego e melhorar a eficiéncia do

sistema como um todo.

Durante o desenvolvimento deste trabalho, pode-se perceber a
importédncia e a versatilidade dos autovalores e autovetores como
ferramentas fundamentais na resolugcdo de problemas complexos. Sua
utilizacdo permite compreender e modelar sistemas dinamicos e contribuir
para avancos significativos na ciéncia da computacao, engenharia, pesquisa

operacional, entre outros.

Apesar dos avancos obtidos nestas areas, ha ainda muitos
aspectos a serem explorados e aprofundados. A analise de redes complexas,
a aplicacdo em outros dominios e a investigacdo de métodos numeéricos mais

eficientes séo algumas das direcdes para futuras pesquisas.
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