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RESUMO: Uma das tarefas mais importantes em finanças é a compreensão e 
previsão dos preços dos ativos. Há uma grande diversidade de formas  encontradas 
para compreender o comportamento do preço de um ativo; dentre elas, a 
observação das suas oscilações ao longo do tempo, entendendo quais são suas 
características. Vários estudos foram desenvolvidos e muitos fatos estilizados foram 
detectados nos retornos das séries temporais financeiras, como estacionariedade, 
não normalidade e caudas mais pesadas. Novos estudos apontam um possível novo 
fato estilizado, a multifractalidade. Com base no método Multifractal Detrended 
Fluctuation Analysis (MFDFA), procura-se caracterizar tanto os dados quanto o 
complexo gerador da série por expoentes de escala fractal e multifractal. Este 
comportamento multifractal foi identificado em séries como taxas de câmbio, preços 
de ações e índices de bolsas, entre outros, em vários trabalhos na literatura da área 
(chamada de Econofísica). Um artigo do orientador deste projeto correlacionou a 
volatilidade do preço de séries de Bitcoin (que é uma medida do risco associado à 
série) com parâmetros conhecidos como graus de multifractalidade, extraídos das 
séries através do MFDFA. O objetivo desta pesquisa é o de analisar alguns ativos do 
mercado brasileiro, a fim de poder ter elementos locais para corroborar ou não tal 
correlação. Foram usadas algumas séries diárias de ações do mercado brasileiro 
(VALE5, BBDC4, ITUB4) e o índice de ações IBOVESPA. 
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1 Introdução 
 

Sabe-se que empresas se tornam bem sucedidas justamente por não evitar 
completamente o risco, mas detectando-o e explorando-o em proveito próprio. O 
vinculo entre risco e recompensa motiva a tomada de riscos ao longo da história e 
uma empresa que decide se proteger de qualquer tipo de risco provavelmente não 
gerará lucro para os seus acionistas. Uma das formas de detectar e explorar o risco 
é conhecendo e analisando as oscilações do ativo ou do grupo de ativos que se tem. 
No mercado financeiro, na maioria das vezes o risco é medido pelo grau de 
variabilidade dos retornos do investimento, ou seja, quanto maior as possíveis 
oscilações, maior será o risco do ativo. 

Com a evolução dos estudos sobre o comportamento das séries temporais 
financeiras, surgiu uma nova abordagem chamada geometria dos fractais. Os 
primeiros passos sobre o tema foram desenvolvidos por um matemático polonês 
chamado Benoît Mandelbrot (MANDELBROT, 1975). 

O termo “fractal” foi criado a partir do adjetivo latino fractus do verbo frangere, 
que significada quebrar.Quando se fala em geometria fractal, é afirmado que todos 
os objetos, fenômenos,teorias e significados complexos podem ser reduzidos, ou 
seja, dimensionados em unidades menores, a fim de explicá-los de forma mais 
simples. Essa ideia de dimensionar objeto em unidades menores foi aplicada 
inicialmente na geometria, sendo um avanço em relação á geometria eucladiana. Tal 
concepção visava mostrar que as coisas podem ser vistas em escalas cada vez 
menores, aumentando os detalhes e melhorando sua visualização.  

O comportamento de escala fractal foi observado em muitas áreas como: 
física experimental, geofísica, fisiologia e até mesmo nas ciências sociais. No 
entanto, sabe-se que a maioria das bases de dados geradas na natureza e nas 
ciências sociais, como por exemplo, nos mercados financeiros, são sistemas 
complexos, que não estão em equilibrio, assim não seria possível explicar seu 
comportamento através de um único expoente de escala. Isso porque quando se 
tem uma base de dados gerada por um sistema complexo, na maioria das vezes, 
encontramos dados em situações de desequilíbrio, que seguem relações de escala 
em várias ordens de grandeza. Essas relações permitem uma caracterização dos 
dados e do complexos gerador dessa série por expoentes de escala fractal ou 
multifractal, que podem servir como características para comparações com outros 
sistemas e modelos. 

Em muitos casos, o comportamento de escala pode ser observado por muitos 
subconjuntos de fractais entrelaçados na série de tempo. Assim, séra necessário 
uma multidão de expoentes de escala para uma descrição completa do 
comportamento da série e esse comportamento é denominado multifractal. O 
comportamento de escala multifractal foi observado pela primeira vez por 
Mandelbrot em seu livro “ Les Objets Fractals: forme, hasard et dimension” 
(MANDELBROT, 1975) e confirmada por Mantegna e Stanley (1996); após essa 
data, vários autores testaram tal comportamento em várias áreas do conhecimento e 
constataram a existência de multifractalidade em várias séries de tempo e sua 
aplicação se deu com sucesso no mercado financeiro e nas séries encontradas na 
natureza. 

Para o mercado de ações, vários autores como: Turiel e Perez-Vicente 
(2003), Turiel e Perez-Vicente (2005), Oświęcimka et al. (2005), Kwapień et al. 
(2005), Norouzzadeh e Jafari (2005), Su, Wang e Huang (2009), Wang, Liu e Gu 
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(2009), Dutta (2010), Benbachir e Alaoui (2011), Cajueiro, Gogas e Tabak (2009), 
Dutta, Ghosh e Chatterjee (2016), Grech (2016) e Maganini et al. (2018), concluíram 
que as ações e índices de vários mercados possuem características multifractais, 
inclusive o mercado brasileiro. Entender se uma série financeira possui ou não 
características de multifractalidade é interessante porque pode auxiliar usuários a 
modelar sua volatilidade. 

Lux, Morales-Arias e Sattarhoff (2014) afirmam que modelar a volatilidade de 
séries temporais é de fundamental importância tanto para os profissionais de 
finanças como para os acadêmicos, porque permite desenvolver modelos aplicáveis 
para a gestão de riscos, precificação de ativos e alocação de uma carteira. 
 
2 O método MFDFA 
 
Os estudos sobre multifractais foram inicialmente pensados por Mandelbrot no ano 
de 1975 em seu livro intitulado “Les Objets Fractals: forme, hasard et dimension” 
(MANDELBROT, 1975). Neste livro o autor entende que muitas séries analisadas na 
natureza não podem ser explicadas através de um único expoente de escala e 
afirma que há evidências de multifractalidade para vários casos. Stanley et al. (1996) 
analisam a dinâmica do tamanho das empresas, tendo como diferencial do trabalho 
a análise dos dados ao longo de muitas escalas de tempo, em vez de apenas um 
único intervalo de tempo e Mandelbrot afirma que a análise multifractal é um novo 
tipo de prospecção de dados para analisar os ativos financeiros. 
Com o passar do tempo foram criados vários modelos para se analisar as 
propriedades multifractais para séries temporais. Os mais utilizados são: o método 
Multifractal Detrended Fluctuation Analysis, que é uma generalização do método 
DFA, idelizado por Kantelhardt et al (2002). 
A metodologia do MFDFA fez-se presente nos últimos anos de maneira 
determinante na área de econofísica, através, por exemplo, dos trabalhos de Wang, 
Liu e Gu (2009), Zunino et al. (2009), Zunino et al. (2008), Oswiecimka et al. (2006), 
Ying, Xin-Tian e Xiu (2009), Oswiecimka et al. (2005), Matia, Ashkenazy e Stanley 
(2003). O método descrito foi largamente utilizado na literatura para análise. Segue-
se uma exposição do algoritmo descrito originalmente por Kantelhardt 
[KANTELHARDT et al., 2002] e largamente utilizado na literatura.  

 Este algoritmo compreende seis etapas. Considere-se      uma série temporal 
de comprimento N e com suporte compacto, ou seja,       somente para uma 
fração insignificante de valores. 
 
 Primeira etapa: Determina-se o “perfil” Y: 
 

                          ( )  ∑ ,   ⟨ ⟩-
 
                                            (1) 

 

 Segunda etapa: Divide-se o perfil  ( ) em    ∫(  ⁄ ) segmentos de 

comprimento s não superpostos. Frequentemente, o comprimento N das series 
normalmente não é um múltiplo da escala s considerada e sobrará, inevitavelmente, 
uma pequena porção ao final. Para não desconsiderar esta pequena porção da 
série, repete-se o mesmo procedimento, mas começando do final para o início da 
série (na ordem inversa, portanto), ou, o que é equivalente, começando do ponto 
m+1, onde m é o resto da divisão de N por s. Assim, são obtidos 2   segmentos no 
total. 
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 Terceira etapa: Calcula-se a tendência local para cada um dos 2   
segmentos por uma regressão, usando o método dos mínimos quadrados. Após 
isso, determina-se a variância: 
 

                     (   )  
 

 
∑ * ,(   )   -    ( )+

  
                                                (2) 

 

Para cada segmento            and 
 

                           (   )  
 

 
∑ * ,  (    )   -    ( )+

  
                                    (3) 

 

Para             . Aqui,   ( ) é o polinômio ajustado para o segmento  .  
 
 Quarta etapa: Realiza-se a média sobre todos os segmentos com o propósito 

de obter a função de flutuação de  -ésima ordem: 
 

                      ( )  {
 

   
∑ ,  (   )-  ⁄   
   }

  ⁄

                                                  (4) 

 
 Neste ponto, a variável “q” pode ter qualquer valor, exceto zero. As etapas 2 a 
4 ser repetidas para diferentes escalas de tempo s. 
 
 Quinta etapa: Determina-se o comportamento de escala da função de 
flutuação através da análise de gráficos log-log de   ( ) contra  , para cada valor de 

q (pois já é conhecido que fenômenos com invariância de escala obedecem a uma 
lei de potência [MANDELBROT, 1998]. 
 

                                                     ( )    
 ( )                                                                                 

(5) 
 
A função h(q) é conhecida como Expoente de Hurst Generalizado e tem um papel 
central no estudo da multifractalidade. 
 

 Sexta etapa: Eq. (5) pode ser escrita como   ( )    
 ( ), a partir da qual, 

tirando-se logaritmos dos dois lados, deduz-se que: 
 
                               ( )        ( )                                                         (6) 

 
Obtendo-se, assim, o valor do Expoente de Hurst Generalizado. 
 Sabemos que as séries temporais monofractais são caracterizadas por um 
único expoente de escala. Desta maneira, espera-se que o Expoente de Hurst 
Generalizado, h(q), seja independente de q. Esta diferença é o fundamento para a 
distinção entre os dois tipos de comportamento neste método: h(q) não varia com q 
para as series monofractais; porém, varia com q para as series multifractais. Este 
fato está embasdo em que os diferentes fatores de escala para pequenas e grandes 
flutuações produzirão uma significativa dependência de h(q) em função de q. Estas 
diferenças são diferentes para diferentes valores de q: os valores de q’s positivos e 
os valores de q’s negativos. Assim, para valores de q positivos, h(q) descreve o 
comportamento de escala dos segmentos com grandes flutuações, enquanto que 
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para valores de q negativos, os expoentes de escala h(q) descrevem o 
comportamento de escala para segmentos com pequenas flutuações.  
 Desta maneira, o método mais aceito pela comunidade científica para 
confirmar a multifractalidade nas series temporais é através da análise do seu 
espectro. Entende-se por espectro o conjunto dos valores para h(q) ou para α(a), 
onde α(q) é obtido a partir de h(q) por uma transformação. Tal análise é baseada na 

relação entre o Expoente de Hurst Generalizado, h(q), e o Expoente de Renyi,  ( ) 
[GREEN et al., 2014] dada a seguir: 
 
                                     ( )    ( )     ( ( )   )                                              (7) 
 
Deduz-se da equação (7), fazendo-se uma transformação de Legendre: 
 

                               
 

  
 ( )          e            ( )   ( )     ( )                            (8) 

 
Fazendo uso da Equação 6, define-se o grau de multifractalidade Δh  como: 
 
                        Δh = max[h(q)] – min[h(q)]                                                            (9) 
 
Uma medida alternativa do grau de multifractalidade pode ser obtida usando a 
Equação 8:  
 
                           Δα = max[α] – min[α]                                                                 (10) 
 
3 Dados 
 

Foram utilizadas três séries de ações negociadas no mercado brasileiro: Vale 
do Rio Doce (VALE5), Itaú/Unibanco (ITUB4) e Bradesco (BBDC4), além do índice 
IBOVESPA. Todas as quatro séries abrangem o período que vai de janeiro de 1998 
a maio de 2015, perfazendo um total cada uma de 4.308 dados. Para os cálculos 
foram utilizados os retornos destas séries, r(t), definidos como r(t) = ln[x(t)] – ln[x(t-
1)]. Os gráficos destas séries (e dos seus retornos) estão exibidos na seção de 
resultados. 

 
4 Resultados 
 

Os gráficos das quatro séries e os seus respectivos retornos estão colocados 
nas figuras 1 a 8 a seguir. 

Figura 1 – Série temporal do IBOVESPA 
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Figura 2 – Série temporal dos retornos do IBOVESPA 

 

 

Figura 3 – Série temporal do BBDC4 
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Figura 4 – Série temporal dos retornos do BBDC4 

 

 

Figura 5 – Série temporal da VALE5 
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Figura 6 – Série temporal dos retornos da VALE5 

 

 

Figura 7 – Série temporal do ITUB4 
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Figura 8 – Série temporal dos retornos do ITUB4 
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Um exemplo da análise de tendência das funções Fq, para a série do 
IBOVESPA, está na figura 9 a seguir: 

 

Figura 9 – logaritmo de Fq em função da escala 

 

 

Um gráfico para exemplificar o cálculo do parâmetro multifractal  Δα está 
colocado (com barras de erro nos pontos) na figura 10 a seguir: 

 

 

 

Figura 10 – Espectro Multifractal dos retornos dos índices analisados (f(α) x 

α). 
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  A tabela 1 a seguir mostra os valores de α e Δα para as séries 

analisadas: 

 
Tabela 1. Índice de Multifractalidade para os retornos dos índices analisados 
 

  α max α min Δα 

Ibovespa  0,6995 (0.0174) 0,3288 (0.0138) 0,3707 (0.0312) 

 VALE5  0,7821 (0.0168) 0,3358 (0.0153) 0,4463 (0.0321) 

ITUB4  0,7636 (0.0164) 0,3021 (0.0089) 0,4615 (0.0253) 

BBDC4  0,7199 (0.0382) 0,3715 (0.0097) 0,3484 (0.0479) 

Nota: Entre parênteses estão os devios-padrões. Para Δα a soma dos desvios-padrões de  max(α) 

and min(α) estão em parênteses.  

  
  

Sabe-se que a volatilidade é uma medida das flutuações de um ativo ou 
índice. Mas se este ativo ou índice apresenta grandes flutuações, isto não permite 
que se façam boas previsões sobre o seu comportamento. Quanto mais difícil de se 
fazer estas previsões, maior é o risco que este ativo ou índice apresenta ao 
investidor. Assim, uma medida para este risco é a volatilidade. A literatura em 
finanças apresenta várias medidas da volatilidade, mas usaremos aqui os retornos 
absolutos, como feito, por exemplo, em Ding et al. (1993). Os retornos absolutos, 
aqui denotados por r(t), são definidos por: 

 ( )  |  
   
    

|  

  

Vários trabalhos usam esta definição (ZUNINO et al., 2009). Como estamos 
interessados na medida do risco para um intervalo no tempo e esta medida de 



12 

 

 

volatilidade é pontual, faremos uma média dos valores individuais da volatilidade 
correspondentes ao intervalo considerado. A seguir, vamos analisar se existe 
alguma correlação entre o grau de multifractalidade e as volatilidades. 
 Usaremos janelas com 1.000 valores de dados em cada uma e com uma 
distância de 50 valores entre duas janelas adjacentes, dando, nestes casos, um total 
de 59 janelas. Os resultados estão colocados nas Figuras 11-14 a seguir: 

 

Figura 11 – Volatilidade para o Ibovespa, medida como a média dos valores 

absolutos dos log-retornos para janelas móveis, dividindo os valores de Δα em duas regiões. 

 

Figura 12 – Volatilidade para a VALE5, medida como a média dos valores 

absolutos dos log-retornos para janelas móveis, dividindo os valores de Δα em duas regiões. 
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Figura 13 – Volatilidade para a ITUB4, medida como a média dos valores 

absolutos dos log-retornos para janelas móveis, dividindo os valores de Δα em duas regiões. 

 

Figura 14 – Volatilidade para a BBDC4, medida como a média dos valores 

absolutos dos log-retornos para janelas móveis, dividindo os valores de Δα em duas regiões. 

 

Estas figuras exibem os resultados dividindo o gráfico em duas regiões. Nos casos 
de Ibovespa, VALE5 e ITUB4, o ponto de corte (arbitrário) foi o de Δα = 0,25 e no 
caso do BBDC4 o ponto de corte foi o de Δα = 0,15. Acima destes valores, a 
volatilidade é mais alta, indicando, então, maior risco e menor confiança nas 
previsões. 

 
 
 
 
5 Análise e Conclusão 
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Obtivemos os parâmetros multifractais para as quatro séries de índices analisados e 
calculamos a volatilidade para janelas móveis adjacentes para cada um dos quatro 
ativos. Encontramos que a partir de determinado valor (valor este que depende do 
ativo) de Δα a volatilidade é mais alta, indicando que o grau de multifractalidade 
pode, sim, ser um indicador tanto da volatilidade quanto do risco associado a um 
determinado ativo. 
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