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Resumo: Com o avanco matematico no decorrer dos anos, especificamente no
campo de Teoria dos Numeros Algébricos, o conceito de numeros primos
ultrapassou os campos dos conjuntos dos numeros Naturais e Inteiros. Entre 1808 e
1825, Carl F. Gauss definiu um conjunto, posteriormente denominado Inteiros de
Gauss, onde se verifica a validade de propriedades que sédo usadas no dominio dos
nameros inteiros e, ainda, possui propriedades especificas para trabalhar com seus
elementos complexos. O artigo direciona o estudo do tépico, inicialmente com a
definicAo de inteiros gaussianos, norma, unidade, divisdo euclidiana, Lema de
Euclides e fatoracdo unica. Com os assuntos pontuais compreendidos, é feita a
abordagem dos nimeros primos complexos, suas definicdes e demonstracdes.
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1 Introducéo

O estudo dos numeros primos tem seduzido os matematicos ao longo
destes ultimos séculos. Uma das razdes pelas quais o tema atingiu maior destaque
€ 0 atual problema matematico ndo resolvido considerado um dos mais importantes
da histéria, a Hipotese de Riemann, apresentada pela primeira vez em 1859,
elaborada por aquele de quem recebe o nome, o matematico aleméo Bernhard

Riemann.

A hipétese de Riemann é o problema da longitude da matematica. Sua solucdo nos dard a
perspectiva de mapear as aguas nebulosas do grande oceano dos nimeros, representando somente
o0 inicio da nossa compreensao sobre esses elementos da natureza. Se conseguirmos desvendar o
segredo da navegacao pelos primos, quem sabe o0 que havera mais além, ainda por descobrir? (DU
SAUTOY, 2004)

Diferente dos demais problemas matematicos ndo comprovados, mas
também ndo refutados, que usualmente recebem o nome de conjectura, 0 proposto
por Riemann hoje é chamado de hipétese, pois sua prova validara diversos outros

trabalhos, ndo somente na area de matematica, mas também na fisica e na
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computagdo, que dependem exclusivamente da mesma para estarem provados,
uma vez que também néo foram refutados.

Desde os primordios, os matematicos identificaram a importancia da
classificagdo dos numeros de acordo com as propriedades que eles apresentam
perante a natureza. Primeiramente, estabeleceu-se que 0s numeros inteiros sdo
divididos em duas categorias: primos e compostos.

No conjunto dos nimeros naturais, um namero primo p € aquele que sé
pode ser dividido por p ou por 1. Se aumentarmos 0 universo para o conjunto dos
nameros inteiros, um numero p sera considerado primo se s6 puder ser dividido por
p, -p, 1 ou -1. Os numeros compostos sao aqueles formados pela multiplicacdo de
nameros primos.

Inicialmente, 0s gregos se preocuparam em provar que 0S numeros
inteiros s6 poderiam ser classificados desta maneira, pois ndo haveria nenhum
namero paria que nao fosse primo ou composto. Em seguida, Euclides explica o que
pode ser considerado como o primeiro momento brilhante de raciocinio matematico,
a verdade simples e fundamental sobre os niumeros primos: h4 um numero infinito
deles. Ele foi o responsavel por demonstrar a maneira de se construir um numero
gue nédo pudesse ser gerado por qualquer lista finita de primos que lhe fosse dada.

Ainda assim, por muitos anos a pergunta mais importante sobre 0s
nameros primos foi, e ainda é: como saber qual sera o proximo? De que maneira
eles se comportam? Na tentativa de desvendar as propriedades dos numeros
primos, entre 1808 e 1825, o célebre matematico Carl Friedrich Gauss, estava
investigando propriedades relacionadas a reciprocidade cubica e a reciprocidade

quadratica. Durante o periodo, Gauss percebeu que determinados numeros

complexos da forma a + bi, com a e b inteiros e i=(—1)%, eram raizes de
polinémios da forma a,x"+a,_;x""! + ---+a,;x+a, = 0, onde todos os coeficientes
dostermos x*,com0 < k < n, sdo nimeros inteiros.

Homenageando Gauss, esses numeros complexos foram chamados
posteriormente de nameros inteiros de Gauss ou numeros inteiros gaussianos. A
forma como foram aplicados, em conjunto com o fato de muito da teoria de Euclides
sobre as propriedades dos numeros inteiros poder ser transportada para a nova
aplicacdo, foram essenciais para desencadear o vasto campo matematico conhecido

como Teoria dos Numeros Algébricos. Neste campo, dos Inteiros de Gauss, pode-se
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fazer uma generalizacdo da definicdo dos numeros primos, que é (GETHNER et al.,
1998):

(1) Se a, b # 0, entdo a + b*i é um Primo de Gauss se, e somente se, a° + b? = p, onde p
€ um numero primo no campo dos numeros inteiros;

(2) Um inteiro gaussiano da forma a ou a*, com a pertencendo ao conjunto dos
nameros inteiros, € um Primo de Gauss se, e somente se, a € um numero primo e o

resto da divisdo do médulo de a por 4 for 3.

2 Os Inteiros de Gauss

Em Teoria dos Numeros Algébricos, ha uma importante classificacao
dos numeros em dois grupos, numeros algébricos e niumeros transcendentes. Para
que um numero seja considerado algébrico ele deve ser raiz de uma equacgdo
polinomial da forma a,x"+a,_x"" !+ - +a;x+a, = 0 onde todos os coeficientes
dos termos x*,com 0 < k < n, s&o inteiros. Exemplos de niimeros algébricos:

i>x241=0:V2->x%2-2=0

Quando um ndmero ndo atende a condicdo necesséria para ser um
inteiro algébrico, ele é classificado como numero transcendente (PACCI e

RODRIGUES, 2013). Todos 0s numeros transcendentes sdo numeros irracionais,

porém a reciproca ndo é vélida pois, como vimos no exemplo acima, V2 é um
namero irracional que ao mesmo tempo € um inteiro algébrico, comprovando que
nNao necessariamente um numero irracional sera transcendente. Podemos citar como
exemplos de numeros transcendentes o niumero de Euler (e), e o numero Tr.

Os numeros Inteiros de Gauss estdo contidos no conjunto dos numeros
algébricos, ou seja, satisfazem a condicdo de serem raizes de uma equacgao
polinomial com o0s coeficientes inteiros e, ainda, sdo ndameros complexos
especificos, que possuem parte real e parte imaginaria pertencentes ao conjunto dos
nameros inteiros, além da unidade imaginaria i equivaler a v—1. A representacdo é
feita pelo conjunto Zj;; = {a + bi/a,b € Zei* = —1}.

Os numeros inteiros gaussianos possuem algumas propriedades e
particularidades de suma importancia para o desenvolvimento do conceito de
namero primo complexo (COSTA, 2016). Dentre elas, verificaremos: Norma,
Unidades, Divis&o Euclidiana, Lema de Euclides e Fatoracéo Unica.
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A Norma, estabelece que: Vz € Z,,N(z) = z.z, onde z € 0 conjugado
do complexo z. Sabemos que para um determinado numero complexo da forma
z=a+ bi, o conjugado dele & definido como Z=a—bi. E como dados dois
nameros complexos da mesma forma pré-determinada, denominados a e b, temos
que: ab = a.b, entdo N(a).N(b) = a.a.b.b = a.b.a.b = ab.ab = N(ab) 0 que nos
comprova a propriedade multiplicativa da norma.

Dentro do conjunto dos Inteiros de Gauss, todo elemento z # (0,0)
possui um inverso z' tal que z.z7! =1, o que implica em N(z.z') = N(z).N(z") =1

como demonstraremos a seguir:

1- Considerando primeiramente que z.z'=1, temos que:

z.72' =1- 27 = 1—>N(Z.Z’) = (1)2(1)2 =1

2- Agora, considerando z=a+bi, ficamos com:

B a — bi

LT
|z|? = a? + b% = N(2)

!

a’? b?

"2 = + =
2 = T T @y e

1
= N(2).N(z") = (a® + b?). <a2 n b2> —1

Assim, mostramos também que se N(z) = a2+b2 = 1, entdo teremos

duas possibilidades de valores para a e b em Zy;, resultando em quatro possiveis

nameros complexos que séo unidade dos Inteiros de Gauss:

Portanto, x € Zp;) é unidade < N(x) = 1.

Tratando agora da Divisdo Euclidiana, precisamos ter o conhecimento
inicial do conceito de divisibilidade, que nada mais € que: para a,b € Z;,alb se3c €
Zpj tal que b = ac. Partindo deste ponto, a existéncia de q,7 € Z,Va, b €

Zii,b # 0/a =bq +1,sendo 0 < N(r) < N(b).



R=LIMAT UniFACSF -

Revista Eletronica do Curso de Licenciatura emn Matematica Centro Universitario Municipal de Franca

A demonstracdo se da através da divisdo de a por b, representada

como bla (lé-se b divide a), sendo que a=x+yieb=z+wicomx,y,zew € Z.

Vejamos:
a x+yi x+yi z—wi Xz — xwi + yzi — ywi? xz+yw yz—xw
D = - - < 2 2 =2 2 2 2!
b z+wi z4+wi z—wi z¢c+w z¢c+w z¢+w
. , . . . ;. + . .
Considerando que m é o inteiro mais proximo de % e n o inteiro
. o - + - 1 .
mais préximo de Y=  teremos que |m—xz Sdud | -2 <~ e ainda,
z24+w? z24+w? z24+w? 2

considerando que g = (m + ni) teremos:

== (30) <[22 (22)0) moni] =

= N() < N(b) <(%)2 4 (%)2> - @ < N(b)

O Lema de Euclides nos diz que se p € um primo de Gauss, entao
sendo a,b € Z;;,plab = plaoup|b (PISSINI e MAIOCHI, 2013). Para que um
namero seja primo de Gauss, é necessario que 0 mesmo nao possa ser escrito na
forma de produto entre de dois inteiros de Gauss cujas normas sejam maiores que
1. Estando compreendida a divisdo euclidiana, é possivel realizar a demonstracéo
do lema através de sucessivas aplicacdes da mesma.

Uma das propriedades mais utilizadas para resolucdo de problemas
com numeros inteiros, é a fatoracdo Unica, que pode ser provada para 0s inteiros
gaussianos seguindo as etapas de, primeiramente, verificar que todo inteiro de
Gauss z, com N(z) > 1, pode ser escrito como o0 produto de um ou mais primos de
Gauss. Tomando N(z) = 2, temos o préprio 2 um ndamero primo e pela norma ser
multiplicativa, entdo z € um nimero primo.

Agora, ao considerarmos N(z) > 2, passamos a ter duas possibilidades.
A primeira €, se z for um ndamero primo, imediatamente temos a prova da fatoracéo.
E, se z ndo for um nimero primo, ficaremos com:

z=a.b = N(z)=N(a).N(b);N(a) >1eN(b)>1.-N(a)<N(z) e N(b) < N(z)

Através de inducéo finita, podemos supor que se N(x) < N(z), teremos x
um numero fatoravel, o que implica em a e b fatoraveis, assim como o proprio z.
Gauss realizou a comprovacdo de que a fatoragdo € Unica para o anel dos

gaussianos, assim como para os inteiros (SCHAFASCHEK, 2016). De forma sucinta,
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temos as operacdes de adicdo e multiplicagdo, bem como a fatoracdo Unica,
aplicaveis aos Inteiros de Gauss. Agora, se tratando de divisibilidade, a

complexidade € maior, como entenderemos a seguir.

3 Os primos de Gauss

Para que possamos compreender quais numeros inteiros de Gauss
apresentardo a caracteristica de numero primo de Gauss, € importante seguir o
raciocinio de que, para um nuamero p ser considerado primo, no conjunto Z, ele
precisa, necessariamente, ser divisivel apenas por p, -p, 1 ou -1. Quando
expandimos a possibilidade de que um nimero p seja primo, no conjunto Zp;, um
ndmero que € primo em Z pode nao ser primo em Z;;. Veja o exemplo a seguir:

(1-2).(14+2)=142i—2i—4i?=1-4.(-1)=144=5

O numero 5, quando considerado no conjunto dos numeros inteiros, é
um numero primo, mas se 0 considerarmos dentro do conjunto dos inteiros
gaussianos, como mostrado acima, ndo podemos classifica-lo como primo, uma vez
gue pode ser decomposto em um produto de dois inteiros de Gauss.

Por definicdo, um ndmero inteiro de Gauss serd um numero primo de
Gauss se, e somente se, dividir exatamente um primo inteiro (tanto o valor positivo,
cCoOmo seu oposto negativo), em Z. Assim, tomaremos p como um primo inteiro e
positivo e N(11) um primo, também em Z. 1 é um primo de Gauss pois, se 1 é
fatoravel, N(11) também é fatoravel. Temos trés possiveis casos:
Se p € par, entdo sé podemos ter p =2 e, como T = a + bi, a’+b?=2 o =
+1 + i, obtendo assim, o quatro numeros primos de Gauss: 1+i, 1-i, -1+i e -1-i.
Se p for impar e da forma p = 3(mdd. 4), teremos XEZL>x*=
0 ou 1 (mébd.4) e, se existisse 1 = c+di,comced € Ze 1< N(n) < p® Temos que
p=me €, por p ser um primo inteiro, ¢ =c—di. Levando a p=c?+d?=
0,1 ou 2 (modd.4) o que é absurdo, uma vez que p = 4k + 3. Assim, p € um primo de
Gauss.

Se p for impar e da forma p=1(mdd.4), entao, sendo
(p-1)
2

x251><2><...><(p2;1)><1x2x...><

x=1X2X..X teremos que

(p—-1) (p-1) v (p+1)

2

=1X2X..X X .. X(p—2)X%

-1 =1x(p—1)=—-1(méd.p). Logo, p|x?+1=(x+i)(x —i). Como = é um
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primo de Gauss que divide p, entdo = € Z, n|x + i ou n|]x — i = =|1, 0 que € um
absurdo. Portanto n ¢ Z; tal que p = ne. Sejan=a+bieo=c+di,coma, b, c,d e
Z . Como p é primo em Z, entdo mdc(a;b) = mdc(c;d) = 1. Temos p = (a + bi)(c + di) =
ac —bd + (bc + ad)i. Comop e Z, entdiobc=-ad => (a=ceb=-d)ou(a=-ceb=
d) < ¢ =+n Como p >0, entdo ¢ =n = N(n) = p, logo = € primo (e = e seu conjugado

sao 0s unicos primos de Gauss que dividem p).

4 Consideracdes finais

Assim, concluimos que para um numero inteiro de Gauss ser
considerado um numero primo de Gauss, ou seja, um namero primo no dominio do
Conjunto dos Complexos, C, é necessario que aconteca uma das duas opc¢oes:
Se a, b # 0, entdo a + b*i é um Primo de Gauss se, e somente se, a* + b> = p, onde p
€ um namero primo no campo dos numeros inteiros;
Um inteiro gaussiano da forma a ou a*, com a pertencendo ao conjunto dos
nameros inteiros, € um Primo de Gauss se, e somente se, a € um namero primo € o
resto da divisdo do médulo de a por 4 for 3.

E, de todas as propriedades vistas a cerca do anel dos gaussianos,
podemos apresentar da seguinte maneira, suas propriedades:
As unidades, ou seja, 0s elementos inversiveis sdo: 1 e i;
O Dominio é Fatorial, ou seja, para qualquer que seja a pertencente ao dominio e
ndo pertencente ao conjunto das unidades do dominio, pela comprovacdo da
fatoracdo Unica para os inteiros gaussianos, mantém-se a integridade do dominio,
sendo o mesmo irredutivel, uma vez que a propriedade da fatoracdo Unica é valida,
Através da norma N(a+bi) = a2+b? pode se tornar um Dominio Euclidiano, uma vez

gue o algoritmo de Euclides para a divisdo pode ser aplicado.
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