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RESUMO

Os sistemas cadéticos apresentam atratores reconhecidos como objetos fractais. Neste
trabalho, exploramos os sistemas de Lorenz, Rossler, Hénon, lkeda e Logistico e
mostramos, usando o método Multifractal Detrended Fluctuation Analysis (MFDFA)
gue eles sdo muito mais do que isto: sdo sistemas multifractaw. Os Sistemas foram
gerados a partir da solucdo das equacdes ou sistemas de equacdes (diferenciais ou
de diferencas) que os caracterizam, produzindo séries temporais para as suas
variaveis e comparando os resultados com séries padrdes da literatura: série de ruido
branco, série monofractal e série multifractal.

Palavras-chave: Sistema de Lorenz. Sistema de Réssler. Sistema de Hénon. Sistema
de lkeda. Sistema Logistico. Fractais. Multifractais. MFDFA.

ABSTRACT

Chaotic systems present attractors known as fractal objects. In this work, it is explored
the Lorenz, Rdssler, Hénon, lkeda and Logistic systems, furthermore, it is shown, by
applying the Multifractal Detrended Fluctuation Analysis method (MFDFA) that they
are more than that: they are multifractal systems, which are generated from the results
obtained from systems of differential equations, that characterize them, producing
temporal series for its variables and comparing the results with standard series of the
literature: white noise, monofractal and multifractal series.
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1 INTRODUCAO

Os primeiros estudos sobre multifractais foram realizados pelo
matematico polonés Benoit Mandelbrot. O termo “Fractal”’, cunhado por ele, vem do
adjetivo latim fractus, do verbo frangere, e significa quebrar. A ideia basica sobre
fractais é que objetos e fenbmenos complexos podem ser reduzidos, eventualmente,
a unidades menores que, em si, reproduzem o objeto como um todo [MANDELBROT,
1998].

As primeiras observagbes sobre fractais vieram da geometria: a ideia
basica era a de escalar os objetos em unidades menores, sendo o objeto como um
todo passivel de ser obtido como um “esticamento” (ou “escalonamento”) do menor.
O ponto que nos interessa aqui é que este escalonamento, nos fractais, € feito com o
mesmo valor em todas as dire¢des, ou seja: ha apenas um fator de escala que permite
ir do menor ao maior (ou vice-versa).

Estes objetos tém sido encontrados em varias areas, como na fisica
experimental, quimica, matematica, geofisica, fisiologia, incluindo economia e ciéncias
sociais aplicadas. Acontece que o mais frequente, na natureza sdo sistemas
complexos, fora do equilibrio, para os quais ndo é possivel modelar e explicar seu
comportamento por meio de uma unica escala exponencial: diferentes direcdes se
transformam com diferentes expoentes. Assim, ao caracterizar estes sistemas,
precisamos ndo de um, mas de um conjunto de expoentes de escala, caracterizando
0s assim chamados multifractais.

O comportamento multifractal foi primeiramente descrito por Mandelbrot
no livro “Les Objets Fractal: forme, hasard et dimension” e, mais tarde, confirmado por
Mantegna e Stanley [MANTEGNA & STANLEY, 1996]. Nos ultimos anos, varios
autores tém estudado uma gama ampla de fendbmenos e sistemas que exibem este
comportamento multifractal. Eles aparecem, no mais das vezes, nas séries temporais

vindas da experiéncia, da observagdo ou de simula¢gées computacionais. Exemplos
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s&o o mercado financeiro e diagnéstico meédico, em cardiologia ou neurologia.

Neste trabalho usamos uma das principais ferramentas para se analisar
as séries temporais multifractais, o MFDFA (Multifractal Detrended Fluctuation
Analysis), para verificar se o Sistema de Lorenz — um dos fractais mais conhecidos
popularmente — é na verdade um monofractal (com um s6 parametro de escala) ou

um multifractal (com varios parametros de escala.

2 METODOS DE PESQUISA

Mandelbrot iniciou o0s estudos sobre multifractais em 1975
[MANDELBROT, 1998]. Ele mostra, neste livro, que muitas séries encontradas na
natureza ndo podem ser explicadas por uma Unica escala exponencial e chega a
conclusdo de que ha evidéncia de multifractalidade em muitos casos (como numa
couve-flor). Nos ultimos anos varios modelos se desenvolveram com o objetivo de
analisar as propriedades multifractais das séries temporais. Dentre osmais utilizados
estdo: (1) o método de Multifractal Detrended Fluctuation Analysis (MFDFA), que é a
generalizacdo do método DFA, desenvolvido por Kantelhardt et al. [KANTELHARDT
etal., 2002] e (2) o método Wavelet Transform Modulus Maxima Method (WTMM), que
€ uma extensado do modelo descrito por Holschneider [HOLSCHNEIDER, 1998].

Usaremos, neste trabalho, O MFDFA. Ele &, atualmente, 0 método mais
utilizado na area de simulacdes computacionais, em Econofisica e na analise de séries
fisiolégicas em medicina. Nos paragrafos seguintes faremos uma descri¢cdo do método
MFDFA. O que se segue, entdo, € praticamente o roteiro descrito originalmente por
Kantelhardt [RANTELHARDT et al., 2002] e utilizado em centenas de trabalhos na
literatura.

O algoritmo consta de seis etapas. Seja xx uma série temporal de
comprimento N e com suporte compacto, ou seja, xx = 0 somente para uma fracao

insignificante de valores.

Etapa 1: Determina-se o “perfil” Y:

Y@) =X [xk—(x)],i=1,...,N. (2)
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Etapa 2: Divide-se o perfil Y(i) em Ns = [(N/s) segmentos de
comprimento s ndo superpostos. Como o comprimento N das series normalmente nao
€ um multiplo da escala s considerada, sobrard, quase sempre, uma pequena porgao
ao final. A fim de ndo desconsiderar esta pequena porcao da série, repete-se 0 mesmo
procedimento, mas comecando do final para o inicio da série (na ordem inversa,

portanto). Assim, sdo obtidos 2Nssegmentos no total.

Etapa 3: Calcula-se a tendéncia local para cada um dos 2Nssegmentos
por uma regressao, usando o método dos minimos quadrados. Apoés isso, determina-

se a variancia:

F2(s,v) = 'Y (Y[(w—Ds+i]—y (D) )
s =1 v

Para cada segmento v, v =1, ..., Nsand

F(sv) =3 {YIN=@=N)s+il -y OF 3

=1 N

Para v= N+ 1, ...,2N,. Aqui, y»(i) € o polinbmio ajustado para o

segment v.

Etapa 4: Faz-se a média sobre todos os segmentos a fim de obter a

funcao de flutuacéo de g-ésima ordem:

F(9) = (S [Fe(s, )] @
q 2Ng v=1
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Aqui, a variavel “q” pode ter qualquer valor, exceto zero. Os passos 2 a

4 ser repetidos para diferentes escalas de tempo s.

Etapa 5: Determina-se o comportamento de escala da funcdo de
flutuacéo através da analise de graficos log-log de Fy(s) contra s, para cada valor de q
(j& que fenbmenos com invariancia de escala obedecem a uma lei de poténcia
[MANDELBROT, 1998].

Fq(s) ~ sh@ )
A funcéo h(q) € conhecida como Expoente de Hurst Generalizado.

Etapa 6: Eq. (5) pode ser escrita como F,(s) = ASh@, a partir da qual,

tirando-se logaritmos dos dois lados, chega-se

logFq(s) =logA+ h(q)logs (6)
Podendo-se obter, assim, o valor do Expoente de HurstGeneralizado.

Séries temporais monofractais sdo caracterizadas por um Udnico
expoente de escala. Assim, espera-se que o Expoente de Hurst Generalizado, h(q),
seja independente de q. Esta diferenca é a base da distingdo entre os dois tipos de
comportamento neste método: h(q) ndo varia com ¢ para as series monofractais, mas
varia com g para as series multifractais. A origem deste fato estd em que os diferentes
fatores de escala para pequenas e grandes flutuagbes produzirdo dependéncia
significativa de h(g) em fungéo de q. Estas diferengas sao diferentes para diferentes
valores de qg: q’s positivos e q’s negativos. Para valores de q positivos, h(q) descreve
o0 comportamento de escala dos segmentos com grandes flutuagdes, enquanto que
para valores de q negativos, os expoentes de escala h(q) descrevem o comportamento
de escala para segmentos com pequenasflutuacdes.

Assim, a maneira mais aceita pela comunidade cientifica de confirmar a
multifractalidade nas series temporais é através da analise do seu espectro, onde por

espectro deve-se entender o conjunto dos valores para h(q) ou para a(a), onde a(q) é
5
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obtido a partir de h(g) por uma transformacédo . Esta analise € baseada na seguinte

relacdo entre o Expoente de Hurst Generalizado , h(q), e o Expoente de Renyi, 7(q)
[GREEN et al., 2014]:

7(q) = qh(q@) —1—q(h(1) — 1) (7)

A partir da equacgao (7) deduz-se, fazendo-se uma transformacéo de
Legendre:

a =dir<q) e f(@) = a(q) q— (q) (8)
q

Usando a Equacéo 6, define-se o grau de multifractalidade pode ser
definido como:

Ah = max[h(q)] — min[h(q)] ©)
Ja usando a Equacéo 8, chega-se a uma medida alternativa (embora
equivalente) do grau de multifractalidade

Aa = max[a] — min[a] (20)

Na secado seguinte faremos uma andlise, com o auxilio das formulas e
expressdes de 1 a 10 acima, da presenca ou ndo de multifractalidade no Sistema de

Lorenz quando no regime cadtico.
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3 DADOS E RESULTADOS

Foram utilizadas 3 séries temporais, com 8.000 valores em cada uma,
como padrdo para se fazer as comparacdes: uma série de Ruido Branco (Whitenoise);

Uma série Monofractal; Uma série Multifractal

O ruido branco é um sinal aleatério, com a mesma intensidade nas
diferentes frequéncias. Tecnicamente, € uma sequéncia de variaveis aleatorias ndo
autocorrelacionadas, com media zero e variancia infinita. As series monofractais e
multifractais obedecem as condicdes ja expostas neste artigo.

Elas foram obtidas a partir de um artigo sobre o método MFDFA [IHLEN,
2012]. Os graficos das suas series temporais estdo exibidos nas figuras 1, 2 e 3 a

seqguir:

Figura 1 — Série temporal do Ruido Branco

| FRUIDO BRANCO

Valor

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000
Nimero na sequéncia

Figura 2 — Série temporal Monofractal.
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—MONOFRACTAL

Valor

1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000
Numero na sequéncia

Figura 3 — Série temporal Multifractal.

20

—MULTIFRACTAL |

Valor

o 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000
Ndamero na sequéncia

Vamos considerar com mais detalhes, como exemplo, o Sistema de Lorenz.

O Modelo (ou Sistema) de Lorenz € constituido por trés equacdesdiferenciais
nao lineares que conectam trés funcdes (x, y € z) e € matematicamente expresso como
(GULICK, 1992):

dx/dt = oy - ox
dy/dt=rx-y-xz
dz/dt = xy — bz

A variavel t refere-se ao tempo e, ao contrario do que se pensa, as
variaveis x, y, z ndo se referem as coordenadas no espaco. Na verdade, x representa
a amplitude das correntes de conveccéao, y € a diferenca de temperatura entre as
correntes de ar ascendentes e descendentes e z representa a distorcdo da

temperatura normal no plano. As constantes sdo dadas por:
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o = v/K, chamado Numero de Prantdtl;
r = Re/R., chamado nimero de Rayleigh;

b=% uma constante relacionada com o espaco dado.
1+a

Este modelo exibe comportamento cadtico, caso as constantes sejam

colocadas como: o = 10; r = 28; b = 8/3. O sistema foi resolvido numericamente e

foram gerados, também, 8.000 valores para cada uma das trés funcdes (x, y e z). A

séries destes valores estdo nas figuras 4, 5 e 6:

Figura 4 — Série temporal da componente “x” do Sistema deLorenz.

i

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000
numero na sequéncia

—LORENZ - X

LORENZ - X

“y N

Figura 5 — Série temporal da componente “y” do Sistema deLorenz.
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Figura 6 — Série temporal da componente “z” do Sistema deLorenz.
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As projecOes destas variaveis nos eixos nos fornecem as representagdes usuais

conhecidas até na literatura popular do Sistema de Lorenz com comportamento caotico:

Figura 8 — Projecdo do Sistema de Lorenz no plano x-y.

‘*SO|U(}§O no plano x-y do Sistema de Lorenz\

25

LORENZ - Y

5 0 5
LORENZ - X

Figura 7 — Projecdo do Sistema de Lorenz no plano x-z.

i \*Solugéo no plano x-z do Sistema de Lorenz\

40 -

LORENZ - Z
a 8 &8 8 8

o
T

5
-20 20

Figura 9 — Projecdo do Sistema de Lorenz no planoy-z.

10
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\*Solugéo no plano y-z do Sistema de Lorenz\

45

40 -

LORENZ - Z

J& a projecao nos trés eixos, produz o assim chamado atrator de Lorenz:

Figura 10 — O Atrator de Lorenz.

[—Solugao em trés dimensdes do Sistema de Lorenz
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As equacgbes de 1 a 10 foram resolvidas para estas séries, e 0S
resultados estdo nas figuras a seguir. A figura 11 mostra f(a) em funcao de a. Podemos
ver que as curvas para as componentes do Sistema de Lorenz situam-se entre as
curvas monofractal e multifractal. Isto fica melhor evidenciado na figura 14.

Nas figuras 12 e 13, colocamos os dois padrdes, a série monofractal e a
série multifractal, além da série do Ruido Branco. Fica evidente que a série
monofractal difere apenas ligeiramente da série do Ruido Branco e, assim, usaremos
nas figuras 13 e 14 apenas as curvas para as séries monofractal e multifractal. Nas
figuras 12 e 13 podemos identificar uma variagdo muito maior para a série multifractal
e, entdo, usaremos esta configuracdo como um padrdo de comparacédo entre as séries

geradas pelo Sistema de Lorenz e as mono e multifractais.

Figura 11 — Gréfico de f(a) em fungao de a.

RUIDC BRANCO
- MONOFRACTAL
H- UL TIFRACTAL

12
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Figura 12 — Grau de Multifractalidade Aa para as séries de referéncia,

em funcdo do momento.
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Figura 13 — Grau de Multifractalidade Ah para as séries de referéncia,

em funcdo do momento.
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A figura 15 permite verificar que as curvas obtidas a partir das trés
components do Sistema de Lorenz situam-se entre as curvas monofractal e
multifractal. Isto € uma evidéncia do comportamento multifractal destas componentes,
pois os deltas assumem valores maiores do que 0s assumidos pela série monofractal.
N&o obstante, se formos associar uma medida do grau de multifractalidade a estes
deltas, temos o resultado de que o Sistema de Lorenz é multifractal, mas apenas

ligeiramente multifractal, ndo fortemente.

13
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Figura 14 — Grau de Multifractalidade Aa para o Sistema de Lorenz,

em funcdo do momento.
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Figura 15 — Grau de Multifractalidade Ah para o Sistema de Lorenz,

em funcdo do momento.
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Agora examinaremos outros sistemas, além do Sistema de Lorenz: (1)

um outro sistema continuo, o Sistema de Rossler; (2) alguns sistemas discretos: o
Sistema de Hénon (bidimensional), o Sistema de Ikeda (bidimensional) e o Sistema
Logistico (unidimensional). Os casos (1) e (2) tém por equagbes as seguintes
[SPROTT, 2003]:

O Atrator de Rossler:

dx/dt=-y -z

dy/dt =x + ay

dz/dt=b +z(x—c)

onde, usualmente:a=b =0,2; c=5,7

14
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O sistema de lkeda:

Xn+1 =Y + Y(Xn CcOSQ — YnSeno)

Yn+1 = M(Xnsen@ + Yn cos®)
P=B-a/(1+X+YR)

onde, usualmente:a=6;3=0,4,y=1,u=0,9

O Mapa de Hénon:
Xn+1 =1- a(Xn)2 + an
Yn+1= Xn

onde, usualmente:a=1,4;b=0,3

O Mapa Logistico:
Xo=0.54321
Xn = 4*Xn-1*(1'Xn-1)

Alguns dos primeiros resultados podem ser vistos nas Fig. 16 e 17 a
seguir, onde todas as séries contém, também, 8.000 valores cada uma. Na Fig. 16
colocamos os dois sistemas continuos — Lorenz e Rossler — juntos. Na Fig. 17,
colocamos os trés sistemas discretos — Hénon, lkeda e Logistico — também juntos,

para efeito de comparacéo.

Figura 16 — Grau de Multifractalidade Aa para o Sistema de Lorenz e o

Sistema de Rossler, em fungédo do momento.
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LORENZ ¥
LORENZ Z
°/ ® ROSSLER X
o ROSSLERY
= ® ROSSLERZ
3
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A
: 1 I 1 I I 3
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Figura 17 — Grau de Multifractalidade Aa para os Sistema de Hénon,

Ikeda e Logistico, em fungdo do momento.
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Em todos estes exemlos, pode-se ver que ha um razoavel grau de
multifractalidade para todas estas components das series (as linhas se afastam das
linhas de Ruido Branco e Monofractal e se aproximam da linha vermelha multifractal).
A componente z do Sistema de Lorenz é a que revela, nestas condi¢des, 0 maior grau
de multifractalidade. No trabalho completo, serdo apresentadas tabelas com os

valores obtidos.

4 CONCLUSOES

Este trabalho procurou examinar a multifractalidade dos conhecidos
sistemas caoticos de Lorenz, Roéssler, Hénon, lkeda e Logistico. Através dos
parametros Ah e Aa e usando-se series ja reconhecidas como tais na literatura como
padrdo, pudemos mostrar que as componentes destes sistemas no regime cadtico

apresentam um comportamento multifractal.

16
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